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Koncem roku 2004 by se dozil osmdes:iti let Milo# Zlamal (30. 12. 1924 -
22. 6. 1997), profesor matematiky Vysokého uéeni technického v Brné,
viznamny predni matematik svétového vyvznamu, zakladatel matematické
teorie metody koneénych prvki. K tomuto vyroél se dne 12, ledna 2005
konalo Vzpominkové odpoledne. Podnét k této akei dal prof. Ivo Marek,
formu Vzpominkového odpoledne navrhl prof. Alexander ZeniSek, zaStitu
pievzal rektor VUT v Broé prof. Jan Vrbka. Poradatelem wedle Vyso-
kého udeni technického v Brné byla také Ceskd matematicka spolefnost
a brnénska pobofka Jednoty feskyeh matematiki a fyziki.

Vzpominkové odpoledne se konalo v novobarokni aule Centra VUT
v Brné, prednasky byly oddéleny kritkymi varhannimi skladbami v po-
dani prof. Jifiho Jana, vedouciho Ustavu biomedicinského inZenyrstvi
FEKT VUT v Brné. V pfedsali byly na étyfech panelech vystaveny foto-
grafie prof. Miloge Zlamala, diplomy a dal3i dokumenty. Na jednom pa-
nelu byla vystavena kopie élanku ,On the Finite Element Method®, ktery
mu pfinesl svétové uznani. Seminaf zakonéilo obéerstveni, které vénovala
firma Czech Software First, s. r. o., prof. Jifi Hfebifka. Celé Vzpominkové
odpoledne véetné vistavky dokumentii pfipravil a plednasky moderoval
doc. Jan Francii.

Obsah tohoto shorniku tvofi texty pfednddek, které odeznély béhem
odpoledne, a vystavované dokumenty: vysvédéeni, diplomy a ocenéni,
fotografie pracovni i rodinné a faksimile zminéného élinku. Sbornik je
doplnén Zivotopisnymi daty, seznamem publikaci a fotografiemi z akee.
Pii vybéru fotografii jsem se snaZil pfipomenout také spolupracovniky
profesora Zlamala a dali osobnosti, z nichZ mnohé jiZ nejsou mezi nimi.

Podékovani patfi zejména pani Ludmile Zlamalové, mangelee prof.
Zlamala, za zapljfeni dokumenti a fotografii. Také bych rad podékoval
viem kolegynim a kolegiim, ktefi mné zapajéili dalsi fotografie, pomohli
pii identifikovéni osob na snimeich a pfispéli radou pfi sestavovini tohoto
shorniku.

Editor
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Uvodni slovo rektora
Jan Vrbka

Damy a panové, vzicni hosté, milé kolegyné, mili kolegové,

dovolte, abych vas pfivital na pfatelském setkini u pfilezitosti osm-
desatych, bohuie]l nedogitych, narozenin pana profesora Miloge Zlimala.
Vitam vas jménem nadi alma mater Vysokého udeni technického v Brng
i jménem svym. Myslim, Ze toto setkini je rovnéZ vyjadfenim dilezitého
poslani univerzity, které spoéivi ve vytvafeni trvalych pout mezi studenty,
uéiteli a viemi, ktefi na vysoké Skole pisobi.

Pan profesor Zlamal, a¢ odedel, Zije v mnohém z nas, protoZe to byl
nas pan profesor. Jsem welice rad, Ze zde mohu vystupovat nejen jako
predstavitel Vysokého uéeni technického v Brné, ale i jako ¢lovek, ktery
mél tu ¢est pana profesora osobné poznat. Milé je rovnéZ osobni setkini
8 lidmi, se kterymi jsem se ¢asto potkaval v Laboratofi poéitacich stroji
a posléze v Oblastnim vypodetnim centru.

Vase fast na dnefnim seminafi — a vidim mezi vimi také slovutné
matematiky z Ceské republiky i ze Slovenska — je ditkazem upiimnych
vetahil, které jsme k panu profesoru Zlamalovi méli. Jsem potéSen, ie
mohu trochu zavepominat, jak jsem pana profesora znal.

Prof. Zlamal byl élovékem velice cilevédomym. Sel za tim, co povazo-
val za ncelné, jediné dobré. Byl to rozvej vipofetni techniky, numerické
matematiky i informatiky, které nemély zpoéatku oficidlni podporu teh-
dejsich politickych predstaviteli. Vysledkem byla prvni Laboratof poéi-
tacich stroji, miZeme vzpomenout na prvni poditaé LGP 20, miizeme
vzpominat na strojovy kdd a na viechno, co jsme v laboratofi délali a na
fem jsme pracovali.
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Pan profesor mél také hluboky smysl pro tymovou praci, a rovnéz pro
spolupraci mezi obory, Pro ného to byla predeviim spoluprace s inZenyry,
docenty a profesory v oblasti metody koneénich prvki. Urovei a povést
kazdé univerzity je ddna osobnostmi, které na ni piisobi, Pan profesor Zla-
mal takovou osobnosti byl a svou dlouholetou praci piispél znadnou mérou
k rozvoji naseho Vysokého néeni technického v Broé v dané oblasti. Byl
jednim ze spoluzakladatelt mezinarodné nznavané brnénské Skoly metody
koneénych prvki spolu s prof. A. Zeniskem a prof. J. Kratochvilem, ktera
piisobila zejména v obdobi 60. a 70. let.

Profesor Zlamal musel byt také élovékem odvaZnym, protoze v obdobi
takzvané normalizace poskyt]l zaméstnani nékolika lidem, ktefi to neméli
jednoduché.

Vim, #e a¢ byl feditelemn Oblastniho vipoéetniho centra, profesor Zla-
mal mél velice rad svou wédu, odbornost, vidy chtél mit své prostiedi
a svilj klid k odborné prici. Ve vypofetnim centru mél pracovnn v zad-
nim traktu, kam se chodilo po stfefe a kde byl rovnég trofku stieden
svoji sekretaikou pani Winklerovou. Laboratof poéitacich stroji a pozdéji
Oblastni vipofetni centrum svim vyznamem plesahovaly ramec Vyso-
kého uéeni technického v Brné, jejich vvznam byl nejen regionalni, ale
i celostatni. O tom také svédéi naSe setkani.

Jsem réd, Ze v dnefnim programu vystoupi jeho nejblizdi spolupra-
coviici. Chtél bych také podékovat organizatorovi tohoto setkani, panu
docentu Franch za jeho zasluZnon praci.

Velice se téfim na pfednasky, které si vyslechou, Pfeji nam viem,
abychom se v duchu pienesli do doby, kdy byl pan profesor Zlimal mezi
niami, plisobil ve skvélé Laboratofi poditacich stroji a v oblasti vipodetni
techniky.

Prof. RNDr. Ing. Jan Vrbka, DrSc., dr. h. c., rektor VUT v Brné
(2000-2005), profesor mechaniky Ustavu mechaniky téles, mechatroniky
a biomechaniky Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Broé.
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Profesor Zlamal a metoda kone¢nych prvki

Alezander Zenisek

Dne 17. dubna 1969 odstoupil z funkee prvniho tajemnika KSC Ale-
xander Dubéek, a tim i formélné skonéil posledni zichvév praZského jara
1968, VétSina z vas asi toto datum zapomnéla; ja si je pamatuji jenom
proto, ¥e¢ matematickd teorie metody koneénych prvki méla v ten den
privé jeden rok.

Je oviem nutné definovat, éim rozumime prvni den matematické teo-
rie. ZtotoZfiuji se s ndzorem, Ze je to datum zaslini élanku, ktery vySel
prvni v ramei této teorie v matematickém éasopise. Prvni élanek o me-
todé konefnjch prvki vyZel v roce 1968 v Numerische Mathematik, mél
nizev On the finite element method, autorem byl Milod Zlamal a pod jeho
jménem stalo: Received April 17, 1968.

Pojem metoda kone¢nych prvki potfebuje alespoii minimalni vyklad:
je to pfiblizna metoda pro feSeni variaénich problémil. Variaénim problé-
mem piitom rozumime problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maxi-
malizuje) néjaky funkciondl na tiidé pfipustnych funkei, které se casto
nazyvaji stavy. Nejjednodussim a nejpfistupnéjdim pfikladem je princip
minima potencidini energie, podle kterého se ze viech pfipustnych stavii
realizuje ten, ve kterém je potencidlni energie dané soustavy minimalni.
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Jesté konkrétnéji: predstavte si kulicku, kterou vloZime do misky kulovi-
tého tvaru, a to nikoliv na dno. Kuli¢ka v misce chvili kmita, aZ se ustali
na dné misky. Kazda z poloh kulicky v misce je pfipustna, na dné ma
viéak kulicka potencialni energii minimalni.

Formulovat néjaky variaéni problém matematicky vyZaduje znaéné
nsili. Velké stésti je, 2e existuji tFidy variacénich problémib; v kazdé tfide
se problémy lisi pouze geometrickym tvarem oblasti, ve které jsou defi-
novany, a vedlejdimi podminkami (vétSinou okrajovimi a poditednimi)
a materiilovimi konstantami. Mame-li dva variaéni problémy téZe tiidy
dané na riznych oblastech a s riznymi vedlej$imi podminkami, jde o dva
matematicky rizné problémy, z nich? kaZdy se musi fefit samostatné.

Doneddvna (tj. do konce Zedesatich let) jediny zpisob, jak tyto
problémy fedit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici pfisluiného problému.
Dostali jsme tak okrajovy (é poéitefni-okrajovy) problém (parciilni)
diferencidlni rovnice. Z matematického hlediska sestaveni takového
problému znamena vyieseni pliivodniho variaéniho problému, protoZe byl
formulovin snazdi matematicky problém.

Z praktického hlediska oviem bylo nutné pokusit se o Fefeni tohoto
snazdiho problému. Drtivou vétdinu téchto problémi nelze fesit analyticky
a z pribliznych metod byla k dispozici pouze takzvanid metoda sitf, Ta se
viak neumi dobfe vypofadat s nepravidelnym tvarem oblasti a s okra-
jovymi podminkami silového typu. Situace byla pro matematiky v polo-
viné Sedesatych let dosti tristni: o metodé siti mohli pilné teoretizovat,
dobré vysledky viak nedavala. Nedobfe na tom byla také variaéni metoda
Ritzova vzhledem ke své nestabilité. A tu pfifel Zldmal se svim élankem
a téméf pies noc (presnéji béhem necelého roku) se stal svétovou jednié-
kou v Numerical Analysis. Vysvétlim proé.

Vitézslav Nezval napsal ve étvrtém zpévu Edisona:

Je to imysl a trochu ndhoda
stdl se presidentem svého ndroda.

Stejné je to amysl (pokud tim nazivame ctizidostivou pili) a trochu na-
hoda stat se svétovou jednickou ve svém oboru. Milo§ Zlamal diky jed-
nomu svému kladnému povahovému rysu této nahodé dosti pomohl. Tim
jeho pozitivem byla ochota naslouchat kadému inZenyrovi a snaZit se
mu pomoci, pokud Zadal o pomoc. A protoze se jako feditel vipodetniho
centra VUT v Brné ¢asto setkaval s inZenyry, ktefi tam poéitali na tehdy
modernim poéitadi DATASAAB D21, zajimal se také o jejich praci.

V roce 1967 tam ¢asto poéitali inZenyii Kratochvil a Leitner. ProtoZe
Zlamal o né skoro zakopdval, jednoho dne mu to nedalo a zeptal se, co
pofid tak pilné poéitaji. A k svému velkému piekvapeni se dozvédél jemu
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neznamy vyraz: meloda konecngeh prokii. Poéitali touto metodou staticky
vypodet jedné piehrady. Ing. Jifi Kratochvil, nyni uz dlouh4 léta profesor
a DrSe., byl totiz duse zvidavd a vypéstoval si uz pfed mnoha lety zvyk
sledovat viechnu dostupnou €asopiseckou infenyrskou literaturu, ktera
jen trochu souvisela s jeho oborem.

Ackoliv byl vodaf, alespoi okrajové, ale pravidelné sledoval americké
letecké Zurndly (na VAAZ byly k dispozici), a tak jednou na poéitku
roku 1965 ho v asopisu ATAA gaujaly konstrukee trupi letadel sestavené
2 trojiuhelnicki a malivky riznych trojihelnikovich prvki. Doéetl se tam
o finite element method, coi si pro sebe prelofil jako metoda konedngch
pruki. (Piirozenéjsi pfeklad metoda koneéného prvku, ktery byl pozdé&ji
propagovin, se neujal.) Za¢al studovat élinky podrobnéji a po diklad-
néjsim zvazeni se rozhodl pokusit se o samostatnou praktickou aplikaci:
dal si za kol vytvofit v praxi aplikovatelny program pro statické vipoéty
zemnich hrazi a prehrad.

Ukol to byl nelehky: nejen Ze se musel douéit mnohé z programovéni,
ale musel také roziedit to nejtézsi, totiz sestavit algoritmus vytvofeni cel-
kové matice tuhosti a vektoru pravé strany visledné soustavy linedrnich
algebraickych rovnic z elementirnich matic a vektorii. To v élancich totiz
nebylo. Jak fesit velkou soustavu linearnich algebraickych rovnic co nej-
rychleji, dal za dkol svému spolupracovnikovi Ing. FrantiSku Leitnerovi,
ktery byl mym bridéovym partnerem. Ten mé také seznamil v bieznu
1967 5 Ing. Kratochvilem, protofe podle Ing. Kratochvila ug potfebuji
matematika.

V fijou 1967 mi dal Ing. Kratochvil fotografickou kopii &linku inge-
nyrit Pin Tonga a J. H. H. Piana 2 ¢asopisu Solids and Structures o kon-
vergenci metody koneénych prvki. Tim, Ze jsem ten ¢lanek ,pielozil®
do matematiky, néco piidal a pfizpisobil pasife ze slavné Michlinovy
knihy Problema minimuma Evadralicnogo funkeionala, jsem napsal obha-
Jjovatelnou kandidatskou praci, kterou jsem v hrubém rukopise dokonéil
5. bfezna 1968,

Takovy byl stav, kdyi v listopadu 1967 dal Ing. Kratochvil svou prvni
informaci o metodé koneénych prvkil prof. Zlimalovi. Popsal mu v ni
princip metody a na co ji konkrétné aplikuji. Zlamalova prvnd reakce
byla: , No, myslim, ze metoda siti je lepsi®

Zlamal viak rozpoznal v inZenyrském pfistupn polozapomenutou Cou-
rantovu myslenku z roku 1943, kterd zapadla proto, Ze tehdy nebyly po-
¢itace, na kterych by se dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal
Kratochvila a nechal si od néj podrobnéji o MKP poreferovat. Dozvé-
dél se tak mimo jiné o do té doby zndmych interpolaénich polynomech
druhého a tfetiho stupné na trojihelniku, které dodnes inZeny¥i nazyvaji
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Veubeckiiv element a Holandiiv element podle jejich prvnich uzivateli.
A protofe zrovna nemél na fem pracovat, dal si za cil dokizat konver-
genci metody koneénych prvkil pfi pouZiti Veubeckova elementu.

Prace se mu tak dafila, Ze dokdzal konvergenci i pro Holanddv element
a navic zkonstruoval trojihelnikovy C'-prvek, tj. polynom jednoznaéné
uréeny takovymi parametry, Ze globalni funkee, ktera je pomoci néj na
triangulaci zkonstruovand, je spojitd i s obéma svymi prvnimi parcial-
nimi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygonalni hraniei. To
ui byl velky vysledek, a kdyZ po vtipném triku dokazal také pfislusny
interpolaéni teorém, byl élinek hotov.

V kvétnu 1968 sice v ¢asopisu Numerische Mathematik vyZel éla-
nek americkych autorii Birkhoffa, Schultze a Vargy na podobné téma —
pojedndval o konvergenci Galerkinovy-Ritzovy metody pfi pouziti Ahli-
novych polynomi z roku 1964, coz jsou vlastné obdélnikové C™-prvky.
Vzhledem k malé pougitelnosti obdélnikovych prvkil byl Zlamaliv visle-
dek obecnéjsi, navie origindlnéjsl, mél ve svém nazvu MKP a poukazoval
na souttasné infenyrské trendy. Zlamal je tedy prvni matematik, kterd ve
své praci uiil vyraz metoda koneénych prvkil. Svim éldankem poukazal
na jednu oblast matematiky velmi mélo zmapovanou — jeji mapa méla
velky napis HIC SUNT LEONES.

Zajimavé je, Ze v roce 1968 publikovali étyfi riizni inZenyii stejny
trojiuhelnikovy C'-prvek — oviem bez pfisluiného interpolaéniho teo-
rému, pouze s poukazem na moZnosti pii FeSeni tenkich desek. V tom
roce zacalo byt v MKP horko, viysledky stihaly vysledky a do prace se
zacali v diisledkun Zlamalovy priace zapojovat i matematici. V Brné jsme
viak diky Ing. Kratochvilovi méli naskok.

I kdy# byl ve své podstaté Zlamal vidy vlk samotaf, v té dobé jsme
si to ani neuvédomovali. Ing. Kratochvil se u ng pravidelné pii svych
navitévach v LPS stavoval, Zlimal nemél moZnost se kromé mne s nikym
o MKP bavit, a tak jsme dosti éasto spolu viichni tfi druZné seddvali
v Zlamalové pracovné. Tento kolektiv se na jafe 1968 rozrostl o daliiho
¢lena: programatora Ing. Holufu — budouci programétorskou jednicku
pies MKP v Ceskoslovensku. Zlimal totiz chtél svoje visledky ovéfit v po-
¢etni praxi, a povéfil proto Holuu, aby mu jeho algoritmus pro vipoéet
tenké desky pfi pouziti jeho trojihelnikového C'-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako koneénéprvkovou nasadu
funkee, které byly po trojihelnicich polynomy prvniho stupné, takze Ho-
lusova tiloha nebyla lehka: musel Kratochvilovy programatorské postupy
zobecnit pro polynom pdtého stupné, kde kromé derivaci prvniho a dru-
hého fadu vystupovaly také derivace podle norméily. Holusa vidy fikal,
ze programovat konefné prvky je snadna véc (ale v zavorce dodaval, ze
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hledat chyby pfi ladéni je velmi obtiZné). A ladéni pfi tak komplikova-
ném programu bylo k zoufani, protoZe vysledky testovacich piikladi byly
takové neslané nemastné — zkritka nepfesvédéivé vzhledem k teoreticky
predpovézené piesnosti.

Zlamal se ptal Kratochvila: ,A poéital tou metodou witbec nékdo
néco? Kratochvil se jen smal a fikal Zlimalovi, aby byl trpélivy.
V poloviné éervence 1968 nasel Holusa po nékolikanasobné kontrole chybu
v jednom indexu a testovaci piiklady najednou vyily s pfesnosti na osm
platnych éislic — ¢ili naprosto presvédéivé potvrzend teorie. Zlamal tiden
nato odjel na konferenci do Edinburghu a tam poZddal pfedsedajiciho, aby
smél hovofit o néfem naprosto jiném, nez na zaditku roku oznamil. Byl
to prvni mezinirodni referat o metodé konecénych prvki.

Po vstupu vojsk jsme se jesté vice zakousli do prace. Zldmal psal sou-
¢asné dva ¢lanky; jeden o algoritmizaci MKP, druhy o redukei parametrii
— oba vyily kritce po sobé v Numerische Mathematik a spolu s prvnim
¢lankem z roku 1968 mu vynesly pozvini do USA a Francie celkem na tfi
mésice za velmi vihodnych finantnich podminek. Odjel zacatkem roku
1970.

Ja jsem v Fijnu 1968 zacéal budovat hieararchii interpolaénich poly-
nomi na trojithelniku — byla to cesta dlouhym tmavym tunelem a sméséné
na celé véci je, Zze z matematiky jsem na to nepotieboval nic, nepoéitam-li
védomost, Ze soucet pfirozenych &isel od jedné do n je roven fn(n + 1).
V hlavé se mné rozsvitilo nékdy na zadatku roku 1969 pfi vefernich zpra-
vich — tu sobotu, kdy dédvali druhé pokracovini Randalla a Hopkirka.
Clanek, ktery mné udélal jméno, jsem pak sepsal béhem mésice. Stacilo
dokazat jesté jedno duchaplnéjéi lemma a zobecnit trochu Zlamalovo di-
kazové schéma z jeho prvniho élanku o MKP.

Zlamal tento mij vysledek odvezl na podzim 1969 do USA a spolu
s Bramblem jej odéli do lepiiho havu, tj. piisluiné interpolacni teorémy
dokézali v sobolevovskych norméach. Mezitim staéil Zlamal jedté praco-
vat na algoritmech pro pruZnostni vypoéty metodou koneénych prvki
a spolupracovat na nékolika drobnéjgich élancich.

V druhé poloviné roku 1970 zacal Zlimal pracovat na své koncepei za-
kfivenych trojtihelnikovych prvki. Prvni &st tohoto dila mu vyéla v roce
1973 v SIAM Journal on Numerical Analysis. Je to price typicky zla-
malovska: struénd, pfesnd, srozumitelni. Zatimeo prvni fast pojedndvala
o idedlnich zakfivenych trojihelnikovich prveich, jejichi kfiva strana je
totoina s casti hranice, druha ¢ést, jedté hutnéjii a piitom rozsihlejsi, po-
jednévala o redlnych kiivych trojihelnicich a numerické integraci na nich.
Pii psani této prace udélal Zlimal jen jednu chybu: referoval o dosazenych
vysledcich v pritbéhu prace pfi jedné ze svich zahrani¢nich cest.
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Prof. Raviart z PafiZe mi v roce 1975 fekl: ,V&déli jsme, Ze jeité
néjakou dobu potrva, nez Zlamal élanek posle do tisku. Museli jsme jej
piedehnat. Délali jsme na tom s Ciarletem téméf dnem i noci a prici
o kiivych izoparametrickych prveich a numerické integraci na nich jsme
uvefejnili v Azizové knize o matematickych zdkladech metody koneénych
prvki, kterd vvila v roce kondni konference (tj. 1972).* Tak vlastné ztratil
Zlamal pozici svétové jednicky v Numerical Analysis. Nic na tom neméni
skutefnost, Ze Raviart mi v témze hovoru piiznal, Ze se metodu koneénych
prvki ufil z prvnich Zlamalovych praci.

Uvedenymi dvéma pracemi skonéilo Zldmalovo staciondrni (& elip-
tické) obdobi. Od roku 1973 zafal pracovat na evolucnich problémech,
které fesil kombinaci metody koneéngch prvki a diferenéni metody. Zprvu
to byla linedrni rovnice pro vedeni tepla, kde se vénoval zejména vicekro-
kovim metodam; od roku 1975 zacal analyzovat riizné nelinedrni typy.
WV obdobi 1975-T8 navic misadnim zplisobem pfispél k teoretickim otdiz-
kam superkonvergence MKP.

V obdobi 1981-88 se vénoval jednak fefeni kvazistaciondrniho mag-
netického pole v nestejnorodém prostfedi a ddle metodé koneéngch prvkn
aplikované na rovnice polovodiél. Pozoruhodné je, Ze kromé zésadnich
matematickich vysledkl publikovanych v renomovanych americkych éa-
sopisech se vidy ziéastnil na pFipravé algoritmu a podstatné tak pFispél
k praktické realizaci fefeni problému pomoci primyslového programu.

Prof. Zlamal nenapsal Zidnou knihu — byl pfilis soustfedén na hledani
fedeni praktickiych problémi. Nevydriel u #idné problematiky pfitom tak
dlouho, aby ji zcela vyferpal. Obrazné fefeno: jeho briazda byla Siroka,
ale ne tak hluboka, aby tam Zddné brambory nezistaly. A pfi peflivém

zkoumani élovék zjistil, Ze jich tam zistalo poZehnané. Je to maje dobra
zkufenost.

Je zajimavé, Ze se nikdy nezajimal o svoje ohlasy v asopisech — citace
ho zkritka nezajimaly a nikdy #idny Citation Index neoteviel. Citaci
mél pfitom poZehnané; o tom jsem se vidy presvédéil, kdyE jsem hledal
svoje citace, protoZe nafe piijmeni jsou blizko sebe v anglické abecedé,
Zato si zakladal na velkém mmno#stvi pozvini, kterd za sviyj Zivot obdriel.
Miloktery matematik odmit] tolik pozvani jako on.

Z formalnich uznani stoji za zminku dvé: fadu let byl pfedsedou mate-
matického kolegia CSAV a obdrzel &estny doktorat Technische Universitit
Dresden.

Prof. Zlamal zemfel nihle ve véku 73 let dne 22. fervna 1997. V jeho
poziistalosti jsem nalezl seznam jeho ¢lankid. Ma 70 polozek, z toho je
47 vénovano metodé koneénych prvki. Od roku 1968 pracoval jenom na
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této metodé. Asi 18 clinki je zcela zésadnich. Kdybych je mél hodnotit
kvantitativné, uzil bych nasledujici hodnotovou stupniei:

-1 — zaporny stupei; stydim se za autora, Ze to napsal
0 — neutrilni stupefi; prdce mne nezajima, i kdy# néco na ni je
1 — prvni stupeii: to je chytré - Ze mé to nenapadlo
2 — druhy stupeii: price mé velmi obohacuje, jsem rad, Ze jsem ji
poznal
3 — tieti stupei: prace otvird novy smér badani

Zlamalova prace z roku 1968 je tfetiho stupné; zbyvajicich 17 praci
druhého stupné — mne aspon velmi obohatily.

Zlamalovo velké stésti bylo, Ze prvni infengr na evropském kontinenté,
ktery za¢al pracovat v metodé koneénych prvki, piisobil v Brné. Dalgi
vivoj uddlosti uz viak nihoda nebyla.

KdyZ védecka rada strojni fakulty VUT v Brné pfala prof. Zlamalovi
k jeho sedmdesatindm, prozradil na sebe: ,KdyZ jsem v roce 1961 piesel
z plirodovédecké fakulty brnénské univerzity na strojni fakultu, uvédomil
Jsem si, Ze musim délat matematiku jinak, nez jak se déla na univerzité.*
A to se mu podafilo dokonale.

Prof. RNDr. Alexander Zenifek, DrSc., ¢&len Uéené spolednosti
Ceské republiky, profesor aplikované matematiky Ustavu matematiky

Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Brné, od roku 2005 emeritni profesor
VUT v Brné.
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Superkonvergence metody koneénych prvkn
Michal Ktizek

1. Uvod

Profesor Milod Zlimal patii mezi nejviznamnéjdi zakladatele metody
koneénych prvkil, jez je dodnes povazovana za jednu z nejefektivnéjiich
numerickych metod pro fefeni rogmanitych technickiych tloh, predeviim
pak uloh matematické fyziky. V roce 1968 podal elegantni ditkaz jeji kon-
vergence (viz [15]). Pozdéji zaved| tav. kfivocaré prvky (viz [17]) a téz pie-
chodové prvky T-6 a T-8, které umoénuji spojité napojovat Lagrangeovy
linearni trojihelnikové prvky na Hermitovy kubické trojihelnikové prvky
(viz [16]). Navrhl metodu koneénych prvki pro fefeni nelinedrni soustavy
polovodifovich rovnic (viz [22]). Byl také jednim z prvnich matematiki,
ktefi zkoumali superkonvergencni jevy v metodé konecénych prvkil (viz
[11], (18], [19], [20], [21], [23]). A tomuto tématu se dile budeme vénovat.

Béhem rozvoje metody konefnych prvkf bylo objeveno, #e ve spe-
cidlnich bodech vySetfované oblasti je fid rychlosti konvergence vy&si nez
optimélni globélni fid. Tento pozoruhodny jev byl nazvin superkonver-
JETLCE.

Systematické studium superkonvergenénich jevii zaéalo poéitkem
sedmdesitych let. Postupné byla dokdzina superkonvergence metody ko-
neénych prvkd pro specidlni rovnice v uzlovych bodech, Gaussovich-
Legendrovych bodech, Jacobiho bodech a Lobattovich bodech. Nafim
cilem je pfiblizit zikladni poznatky o tomto jevu. Nasledujici dvé kapi-
toly vznikly pfedeviim z materidlii uvedenych v pfehledovém élinku [9].

Kapitola 4 se tvkd Zlamalova pfinosu k teorii superkonvergence.
V posledni kapitole uvedeme nékteré konkrétni aplikace superkonvergené-
nich jevil.
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2. Jednorozmérny pfiklad

Pojem superkonvergence se poprvé objevil v roce 1973 v élanku [5]
J. Douglase & T. Duponta. Tito autofi vysetfovali eliptickou okrajovou
ilohu druhého fadu

—(au') +cu = f, (1)
u(0) =u(l) = 0, (2)

kdea >0, e >0a f json hladké redlné funkce na intervalu [0, 1].
Refeni « budeme aproximovat pomoci spojitych a po éstech polyno-
midlnich funkci. Pro libovolné pfirozené &islo n polofme h = (n +1)7!,

ry =thproi=0,...,n+1aK;,=|zi,zproi=1...,n+1.
Déle definujme prostor koneénych prvki

Vi ={veC0,1] | v(0) =v(l) =0, v

K. € Pe(K;), i=1,... ,n+1},
(3)

kde Fi.(K) je prostor polynomi stupné k na prvku K.
Metoda koneénych prvkid spodivi v nalezeni piiblizného feSeni
uy, € Vi, pro néz plati

{ﬂ“;.-."-':t:'ti + {L‘uh,vh}n =({f.on)o Vun € W,

kde (-,-)p je skalarni souéin v prostoru L2(0,1). Tato rovnice formélné

vznikne tak, Ze obé strany wvztahu (1) vyndsobime libovolnou testovaci

funkei vy, € V4, zintegrujeme pies interval [0,1], provedeme integraci

per partes a zaménime u za u. Ze znamé Rieszovy wvéty (viz napf.

[13, 5. 233]) pak plyne existence pravé jednoho takového fedeni up € Vi.
V roce 1973 Douglas a Dupont dokazali, Ze pro h — 0

max [u(z;) — up(x;)| = O(R?),

je-li u € C**10, 1], zatimeo

k1
max Ju(z) — un(z)] = O(R+*) @)
je optimélni globdlni odhad, ktery nelze obecné zlepsit. Pro k > 2 je tedy
rychlost konvergence v uzlovych bodech x; mnohem vétE nez na celém
intervalu [0, 1]. Tento jev se nazyva superkonvergence (obecna definice je
zavedena v [9]). Pro k = 1, a = 1 a ¢ = 0 dokonce plati, Ze u(x;) = up(z;),
1=0,1,...,n+1; tj. v uzlovych bodech z; je diskretizaéni chyba nulova.
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Pozdéji M. Bakker (viz [2]) objevil dalsi prekvapivy superkonvergenéni
jev. Zjistil totiz, Ze pro k > 2 uvniti kaidého intervalu K; existuje k — 1
bodi (tzv. Lobattovych bodi), kde rozdil u — uy, je fadu Q(hF+2), tj.
rychlost konvergence metody koneénych prvki je v téchto bodech o jeden
fad vyssi, ne je optimalni globalni fad (4).

V roce 1979 Lesaint se Zlamalem [11] dokézali, Ze v k& Gaussovych
bodech kaidého intervalu K derivace uj konverguji k pfesnému feSeni
rychlosti O(h**1), zatimeo O(h*) je optimalni globalni rychlost. V tomto
pfipadé hovofime o superkonvergenci derivaci. PHipomefime jesté, ze Gaus-
sovy body jsou kofeny Legendrovych polynomi, které jsou ortogondlni
v L*(K;). V Lobattovych bodech nabyvaji tyto polynomy lokilnich mi-
nim a maxirm.

V monografii Babuska, Prager, Vitasek [1, s. 145] z roku 1966 se
rovoice (1) s obecnymi Newtonovymi okrajovimi podminkami diskre-
tizuje pomoci specidlni metody koneénych diferenci. K aproximaci sou-
¢imu a(x)u’ se pouzivaji Maréukovy identity. Vznikla soustava linearnich
algebraickich rovnic je tfidiagonilni (podobné jake pfi poufiti linear-
nich koneénych prvki, které maji optimélni rychlost konvergence Q(h?)).
Autofi viak dokazuji konvergenci fadu O(h®) v uzlovych bodech, coi lze
té# oznafit jako superkonvergendéni vysledek, i kdyi termin superkonver-
gence tehdy jesté nebyl zndm.

3. Superkonvergenéni jevy v roviné a v prostoru

Kli¢ovymi pfedpoklady u vétdiny superkonvergen¢nich jevii jsou
hladkost Fedeni a jista pravidelna struktura triangulaci pougitych pro me-
todu koneénych prvki. UkaZzme to opét na jednoduchém piikladu.

Ptedpokladejme, e @ C R, d = 2,3, je ohrani¢ena oblast s lipschi-
tzovskou hranici &{1, a uvaiujme Poissonovu rovnici s Dirichletovimi
okrajovymi podminkami

-Au = f v, (5)
u = 0 nadfl, (6)
kde f € L2(02).

Nechf nejprve d = 2. Uvaiujme triangulace T}, uzévéru oblasti {1,
které jsou tvofeny pouze rovnostrannymi trojihelniky o délce strany h.
Jejich vrcholy oznadéme z; pro i = 1,2,...,n(h). V prostoru linedrnich
kone¢nych prvki

Vi={vel®) | v=0nadf, uvlxeP(K)proK €T}
hledejme Galerkinovo fedeni uy, € Vj, definované vztahem
(Vun, Vur)o = (fion)o  Vun € Vi,
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kde V je gradient. Pak plati (viz [3])

max u(z) - un(z:)| = O(h* logh™), (™

je-li w e C4(1Y), zatimeo
max [u(z) — ux(z)| = O(h*)

je optimélni globdlni odhad, ktery nelze obecné zlepsit.

Bohuzel superkonvergenéni odhad vysokého Fadu (7) nelze zobecnit na
piipad J = 3, protoZe prostor nelze vykryt pravidelnymi étyfstény, i kdyz
Aristoteles se kdysi domnival, Ze to mozné je a Ze kolem kazdé hrany je
Javinmto® 5 ftyfstént. To by odpovidalo situaci, Ze fhel o mezi dvéma
sténami pravidelného étyisténu je 72°. Aristoteles byl ale tak viznamnou
osobnosti, Ze o jeho (nepravdivém) tvrzeni nikdo nepochyboval. Teprve
vie 12, stoleti Averroes dokdzal, Ze se Aristoteles mylil. Zjistil totiz, e
délka hrany pravidelného dvacetisténu vepsaného do jednotkové koule o
poloméru 1 se nerovnd 1, jak by plynulo z Aristotelovy domnénky. Uhel o
je pfiblizné 71° (pfesnd hodnota je o = arceos %} Dalsi teoretické potize
se superkonvergenci v trojrozmérném prostoru jsou popsany v ¢lanku [8].

V roce 1969 Oganesjan a Ruchovee [12] dokazali velice piekvapivou
vlastnost pro linedrni koneéné prvky na uniformnich triangulacich (tj.
triangulacich, v nichz kaZdé dva sousedni trojihelniky tvofi rovnobéinik).
Pro dostateéné hladké v definujme Lagrangeovu interpolaci myv € V),
vaztahem

mhv(e:) = v(zi)
pro viechny uzlové body z;. Oznaéme [[o]y = (||v|2 + | Vv[2)""* Sobo-
levova normu, kde |v]|g je standardni L%-norma. Pak plati (podrobnosti
viz [12])

s — mnrlly = O(R?). (8)
Na druhé strané neni obecné moZné zlepdit odhady

e — mpully = O(h)  a  [lu—uplly = O(h),

které jsou optimalni.
Vlastnost (8), jez je zdkladem vétdiny superkonvergencnich jevii, nam
vlastné fika, Ze Lagrangeova interpolace a Galerkinovo Fefeni jsou si velice
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blizké. Oganesjan a Ruchovec ji pouZili k dikazu konvergence metody
koneénjch prvki pomoei trojihelnikové nerovnosti

llu = wplly < [lu — mpully + lup — mhully = O(h),

ale nevyuzili ji k dikazu superkonvergence této metody. Navic jejich
diikaz konvergence byl mnohem komplikovangjsi nez Zlamaliv dikaz
z fundamentilniho élinku [15]. Oganesjan a Ruchovec totiz nepougili
znamé Céovo lemma, které umoZiuje vyhnout se odhadu (8) a viSe
uvedené trojuhelnikové nerovnosti.

Superkonvergenéni jevy venikajici pii fefeni eliptickjch, parabolic-
kych a jinych problémi byly ziskiny na celé fadé riznych typh
pravidelnych triangulaci, napf. uniformnich, po @istech uniformnich,
kvaziuniformnich, lokilné bodové symetrickych, lokdlné periodickych
a sobé podobnych v R? é v R* (viz [9], [10], [14]).

4. Zlamaliav pfinos k teorii superkonvergence

Piiblizme si nyni Zlimaliv vysledek z jeho viibec prvni prace o super-
konvergenci metody koneénych prvki [18], o které referoval v roce 1975
na konferenei v Rimé, tedy pouhé dva roky poté, co Douglas a Dupont
zavedll pojem superkonvergence pro jednorozmérnou okrajovou dlohu.

Opét budeme uvaiovat dlohu (5)-(6). Predpokladejme, Ze vy3etio-
vané oblast £ je sjednocenim uzavenych obdélnikii, jejich# strany jsou
rovnobéiné se soufadnicovimi osami a kazdé dva obdélniky maji spole-
nou pravé jednu celou stranu, nebo jeden vrchol, anebo nemaji spoleény
Zadny bod. Prislusnon triangulaci oznaéme Tj,. Necht prostor koneénich
prvki Vi, © H(Q) se sklada ze spojitych funkei, které jsou nenplné ku-
bické polynomy na kazdém prvku K € T}, takové, Ze nejvyisi mocniny
x} a 3 schazeji. Takové prvky patii do tzv. tFidy Serendipity®. Jsou ur-
ceny jednoznacné hodnotami ve vrcholech a stfedech stran obdélniki.
Oznaéime-li || - ||3 normu v Sobolevové prostoru H3(0), pak = véty o in-
terpolaci plyne, e

IV — Vupllo < Ch?||ulls

je nejlepdi mozny odhad.

Uvazujme dale Gaussovy body (++/3/3,+3/3) v referenénim
étverci K = [~1,1] x [~1,1] a oznaéme G mnoginu jejich obrazii vzé-
jemné jednoznaéného linedrniho afinniho zobrazeni Fi : K — K pro

"Pojmenovani Serendipity je pfeveato ze staré perské pohadky o tfech princich ze
Serendipu (co# je plivodni nazev pro Sri Lanku), ktefi necekané objevovali riizné kou-
zelné vici a viastnosti, i kdyz je plivodné nehledali,
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viechna K € Tj,. Zlimal ve své prici [18] dokdzal, Ze aritmeticky primér
it hodnot |Vu(z) — Vup(z)| pies viechny body = € G}, je ohranicen shora
pomoci h?,

< Ch¥(luls + [ufe),

kde | - | oznacuje eukleidovskou normu a | - |,, oznatuje standardni Sobo-
levovu seminormu v prostoru H™(€1). Plati tedy

B Y Vulz) = Vua(z)| < CH(juls + [uls). (9)

TG

PovEimnéme si, Ze na levé strané nerovnosti (9) stoji vlastné diskrétni L'-
norma. Tento odhad lze dokdzat dokonece pro mnohem obecndjsi eliptické
okrajové problémy s proménnymi koeficienty a také okrajovymi podmin-
kami Newtonova typu, viz [18].

V dalsi stéZejni Zldmalové préci [20] je odhad (9) zobecnén na dis-
krétni L%-normu, tj.

1/2
h ( > Vu(x) - vu,.(mn?) < O (10)

ey,

pro pravoiihlé oblasti z RY, d = 1,2,3. Zde Zlamal pouzivd i jiné typy
koneénych prvki. Napiiklad pro bilinearni prvky dostava O(h?)-super-
konvergenci gradientu pfibliZnych Fefeni v Gaussoviych bodech, coZ jsou
v tomto jednoduchém pfipadé té2isté jednotlivich obdélnikovich prvki.

Odhad (10) je zobecnén na kfivofaré izoparametrické prvky ve spo-
leéné praci Lesainta a Zlamala [11] a Zlamalové &lanku [20]. Superkonver-
genci obdélnikovich prvki se Zlamal zabyva té2 v piispéveich [19] a [21].

V posledni Zlamalové praci o superkonvergenci [23] se vySetfuje jista
bilanéni metoda pro numerické feSeni nilohy (5)—(6) na obecné polygondlni
oblasti. Pro linedrni trojihelnikové prvky se opét odvozuje superkonver-
pence pradientu pfiblizngch Fefeni.

5. Pouziti superkonvergence v technické praxi

Zatim jsme se nezminili o konkrétnich aplikacich superkonvergence.
Pokud je rychlost konvergence v nékterych bodech vy3Si neZ jinde, lze
v nich oekdvat i relativné malou diskretizaéni chybu. V daliim si uka-
feme, jak mizeme z bodové superkonvergence vytéZit jeSté néco navic,
Jedna se o tzv. aposteriorni odhady chyby (napf. [4]).

Vrafme se k jednorozmérné dloze (1)-(2). Predpokladejme, Ze k apro-
ximaei fefeni v pouZijeme spojité a po &astech kvadratické funkee,
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tj. v (3) poloZime k = 2. Odhad (4) nim pak fika, ze globdlné nemi-
zeme ziskat chybu obecné vysiiho #adu nez O(h*), zatimco Bakkeriiv
viysledek [2] tvrdi, Ze v Lobattovich bodech dostéivime superkonvergenci
fadu @(h*). Pokud ale aproximujeme wy, kubickym interpolaénim polyno-
mem ve étyfech sousednich Lobattovych bodech, potom i v okoli téchto
bodii miizeme ofekdvat chybu Q(h?) diky dobrym interpolaénim vlast-
nostem kubickych polynomi. Tato myslenka nas pfivadi k nésledujicimu
algoritmun:

Pro kazdy prvek K;, ktery obsahuje 3 Lobattovy body (dva krajni
body a tézisté K;), vyberme étvrty Lobattiv bod v jednom ze soused-
nich intervalit K4, nebo K;_ ). Déle vypodteme kubickou interpolaci wuy,
v téchto étyfech bodech. Oznatime-li fyuy jeji restrikei na K;, pak po-
moci interpolaénich vlastnosti Lagrangeovych polynomii lze odvodit, Ze

max _|u(z) — Ryup(z)| = O(hY). (11)
zE[0,1]
Vige popsana jednoducha a vypoéetné zeela nendroénd procedura (angl.
post-processing) tak zlepSuje globalni konvergenéni fad na troven lokal-
niho superkonvergenéniho fadu v Lobattovych bodech.

Mehledé na skuteénost, e vetah (11) je sdm o sobé velice zajimavy,
novou lepdi aproximaci Hyuy lze pouzit k odhadu chyby u — wy,. Tato
chyba obecné neni zndma, protoZe piesné fefeni u nezname. Funkee Ryuy
je viak asymptoticky mnohem blize k u nei wy,. Jestlife tedy zaménime
neznamou funkei u za Ryup, pak rozdil

gn = Rpup — up,

ktery se nazyva estimdior, znime a gy, dava dobrou aproximaci chyby
u — uy. Za pomérné slabych pfedpokladii lze totiz pro kakdé pevné x
z intervalu [0, 1] dokazat, Ze

enlx)

YTy —1 pro h—0, u(zr)#u(x),

coZ nam fika, Ze estimator &5 je asymptoticky pfesny. Podobné odhady
mohou byt dokiziny i pro vicerozmérné problémy. Lze je pouZit i pro
piesnéjEl vipodet gradientu & na tzv. adaptivni zjemilovani triangulaci.
Proto je otazkam superkonvergenénich jevi v metod® koneénjch prvki
vénovana velka pozornost. Rozsihla komentovand bibliografie vénovana
superkonvergenci, kterd obsahuje 600 odkazil, je uvedena v [10].

Wyisl presnost piiblizného Fefeni pfi pouiiti superkonvergenénich tech-
nik ma celou fadu dalsich praktickych aplikaci. Napf. v knize 6] bylo po-
moci primérovani gradienti linedrnich prvkd vypoéteno dosti pfesné me-
chanické napéti v télese pfehrady. Superkonvergence gradientu v téZisti
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bilinedrnich obdélnikovich prvki, kterou objevil Zlamal (viz [20] a téz
kapitola 4), byla pouZita k pfesnéjSimu vypoétu magnetického pole ve
vysokonapétovich transformatorech CKD. Chyba gradientu bilinearnich
prvkil se totiz globdlné chova jako O(h), zatimeo v tézistich jednotlivich
prvkit konverguje kvadraticky, tj. jake OQ(h®). V élinku [7] se pouzivd
superkonvergence pii citlivostni analyze jisté nlohy tvarové optimalizace.
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Moje vzpominky na dobu, kdy jsme zacali
pracovat na metodé koneénych prvku

Jirt Kratochwl

Letos je tomu pravé étyficet let od doby, kdy jsem spolu s Ing. Frantis-
kem Leitnerem, tehdy pracovnikem brnénského odstépného zavodu
Hydroprojektu Praha, zacal spolupracovat na feSeni rovinnych tloh
pretvofeni a napjatosti masivnich hydrotechnickych konstrukei metodou
koneénych prvki (MKP). S metodou jsem se seznimil v roce 1964 v élanku
autorit M. J. Turnera, R. W. Clougha, H. C. Martina a L. J. Toppa:
Stiffness and Deflection Analysis of Complex Structures. V jejich praci,
publikované v roce 1956 v americkém ¢asopise Journal of the Aeronautical
Seiences, byla tato metoda poprvé uvedena v ucelené formé jako metoda
piibliZného fefeni rovinnych a prostorovych konstrukei. Nasla v druhé
poloviné padesatych a v nasledujicich Sedesatych letech minulého stoleti
siroké uplatnéni a stala se dominantni metodou Fedeni statickych a dyna-
mickych iloh v leteckém, raketovém a lodafském priimysiu,

Jen pro zajimavost uvidim, Ze touto metodou byly propocteny kon-
strukce raket typu Saturn, z nichz Saturn V vynesl v srpnu 1968 lunarni
expedici USA na mésic. Ve zminéném élinku byla uvedena koncepee me-
tody, nikoliv detailni algoritmy fefeni. PouZiji-li stupnici hodnoceni mého
pfitele, a od jara 1967 také jednoho z mych nejblizgich spolupracovniki,
profesora Alexandra Zeniska, lze jej, pfi zpétném hodnoceni viznamu
tohoto élanku pro mé a pro mnoho dalfich pracovnik v inZenyrskych
oborech, hodnotit zniamkoun 3 tlanek oteviel novy smér badani
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a soucasné i Sirokou skaln moZnosti vyuziti metody pro fefeni naroénych
problémi praxe.

Jednou ze zdkladnich otdzek pii algoritmizaci statickich fefeni kon-
strukei zaloZenych na aplikaci MKP byla, mimo jiné, nloha sestaveni
vysledné matice tuhosti konstrukee s uvaZovinim okrajovych podminek
kinematického charakteru. Tuto otdzku jsme vyPedili a v tymu, rosiife-
ném o programitora Ing. Ivo Bartoiika a Ing. Radize Russa, projektanta
stfeini pfihradewé konstrukee jednoho 2 pavilond na broénském veletri-
nim vystavisti, aplikovali v roce 1965, Vyfedili jsme, jako prvni v teh-
dejii CSR, statickou ilohu konstrukce s piiblizné 15000 pruty a s 10500
neznamymi slozkami vektoru posunuti,

V tehdejsi dobé, kdy se zaaly v CSR instalovat prvni poéitade, to
byl az neuvéfitelné velky pocet nezndmych. Byl natolik velky, Zze profesor
Ferdinand Lederer, vynikajici konstruktér ocelovyeh konstrukei a vysoce
fundovany teoretik, pochyboval v prvni chvili, kdyz byl o visledku fefeni
informovidn, o jeho spravnosti. Teprve podrobné kontroly statické rov-
novahy osovych sil v jednotlivych styénicich této prostorové piihradové
konstrukee, které proved] po pledloZeni vysledkii nafeho fefeni, ho pie-
sviddily o spravnosti nové metody. Jeho nedivéra byla pochopitelnd, pro-
tofe jesté nékolik malo let pfedtim neexistovaly u nas poéitade a jedinou
pomickou pro numerické vipocty soustavy linearnich algebraickych rov-
nic byly elektrické kalkulacky, napf. typu Rheinmetall. Ty prakticky ne-
umoziiovaly numerické fefeni tak velkych soustav rovnic. Navic nékteré
tehdy odborniky pouZivané metody vedly na plné a Spatné numericky
podminéné matice. Naproti tomu MKP vedla k pozitivoé definitnim, a tu-
diz symetrickym a navic numericky dobie podminénym pasovim maticim
5 ostfe dominantnimi diagondlnimi éleny.

V roce 1968 se nam naskytla pfileditost realizovat touto metodou,
na zakazku némecké firmy MERO, staticky vypodet konstrukce vystav-
niho pavilonu Némecké spolkové republiky na svétové vistavé v Osace,
Vstupem vojsk VarSavské smlouvy spoluprice, jejimz tuzemskym organi-
zatorem byl bronénsky Chemoprojekt, skonéila.

Takova byla situace, kdy# jsme s Frantitkem Leitnerem zacali v roce
1965 pracovat na algoritmizaci, programovani a aplikaci metody koneé-
nych prvki v rovinnych tlohdch prugnosti. Rozdélili jsme si dkoly. J&
jsem si vytkl za cil vypracovat fdst wénovanon odvozeni matice tuhosti
trojihelnikového prvku s linearnim polynomem v x, y a vektori transfor-
movantého povrchového a objemového zatizeni. Objemové zatifeni tvofily
vlastni tiha, sily v¥volané vodon prosakujici télesem piehrady a teplotou
veniklou hydrataci betonu a plisobenim vnéjiiho prostiedi. Posledni dva
druhy objemovych sil byly funkcemi prostorovyeh proménnych = a .
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Ing. Leitner si vzal na starost algoritmus Fefeni soustavy linedrnich
algebraickych rovnic. Oba jsme pak provedli numerickd fedeni vybra-
nych 1loh a srovnali ziskané vysledky s exaktnimi analytickjmi fefenimi.
Srovnani prokazalo, i pfi relativné hrubém déleni, s pfihlédnutim k dnes-
nim moznostem, velmi dobrou shodu. Clanek, ktery mél v rukopise, vitetné
obrazkid, pfes 40 stran, jsme zaslali k uvefejnéni 12, kvitna 1967 redakei
Stavebnického ¢asopisu. Ta jej pfijala a uvefejnila ve dvou pokradovanich
v gislech 2 a 4 v roce 1968,

Uvédomovali jsme si, Ze kol sestavit stavebnici koneénych prvki,
kterd by umoZnila dostateéné pfesné aproximovat geometricky a kon-
strukéné ndroéné systémy, je velmi obtiZny. Teoretické aspekty Fedeni
pomoci MKP nutné vyZadovaly spoluprdci s matematiky. A tak Ing.
Leitner pfizval na jafe 1967 ke spolupraci profesora Alexandra Zenigka,
svého bridzového partnera a v té dobé odborného asistenta katedry fy-
ziky strojni fakulty. Téméf soucasné zacal s ndmi spolupracovat Ing. Libor
Holusa, v té dobé jedté student elektrotechnické fakulty.

Byla to dtastnd volba a také ndhoda. Oba byli v jejich oborech mimo-
fadné talentovanymi, tviréimi, obétavymi a spolehlivimi spolupracowv-
niky. ProtoZe neexistoval pro metodu koneénych prvkil software, musel
jej Ing. Holuda vytvofit. A vytvoFil dokonalé programétorské dilo, které
i dnes zasluhuje obdiv. Postupné jim vytvofeny software umo#nil nume-
ricka feSeni sloZitych a naroénych prostorovich konstrukei piehrad vy-
budovanych z materiall s nelinedrnimi stavovymi rovnicemi a soufasné
modelovat piedepsané technologické postupy vistavby a sloZité hetero-
penni geologické podlogi.

Spolu s Ing. Leitnerem jsme v letech 1965-1967 téméf kazdy den pra-
covali u poditate DATASAAB D21 v Laboratofi poditacich stroji (LPS),
jejimi feditelem byl profesor Milos Zlamal. Vebudili jsme jeho zdjem,
kdyz se dozvédél, Ze pocditame stavebni konstrukce metodou, kterou, jako
numericky matematik, neznal. A tak jsem se s nim na jeho pozvini na
podzim, v listopadu 1967, v jeho pracovné seSel. Piiblizné v téze dobé jsem
informoval o vysledcich nasi prace profesora Vladimira Kolare, tehdy ve-
douciho katedry stavebni mechaniky na stavebni fakulté VUT v Brné.
Pamatuji si, Ze jsem mu pii té pfileZitosti s nadsdzkou fekl: ,Vladimire,
ja ti tu tvoji mechaniku napiii v kompaktnim maticovém a vektorovém
zapisu na 25 stranach.” Mohl jsem si tuto pozniamku dovalit, protoZe jsme
byli piatelé a dobfe jsme si rozuméli.

Profesor Kolaf, zndmy a uznavany odbornik v oblasti stavebni mecha-
niky, ockamZité pochopil dalekosahly vvznam metody koneénych prvki pro
vypoéet stavebnich konstrukei a okamiZité jednal. Je jeho nezpochybnitel-
nou zasluhou, #e v rekordnim ¢ase zajistil vydani dvou publikaci. Prvni:
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Techmical, Physical and Mathematical Principles of the Finite Element
Metod vysla v roce 1971 v Rozpravach Ceskoslovenské akademie vid.
Jejimi autory byli Kolaf, Kratochvil, Zlimal a Zenisck.

Druhou publikaci zasadniho v¥znamu byla kniha vydana v roce 1972
SNTL Praha s nizvem Vypodet plosngjch a prostorovijch konstrukei meto-
dou konefnyjch prokid pod antorstvim Kolafe, Kratochvila, Leitnera a Ze-
nifka. Uvodni slova k jejimu vydani napsal O. C. Zienkiewicz, tehdy dékan
univerzity ve Swansea a svétovié uzndvany autor praci o metodé koned-
nych prvki. O tii roky pozdéji, v roce 1975, ji v koediei se SNTL vydalo
nakladatelstvi Springer Verlag v SRN a v roce 1979, s rozsifenym obsa-
hem, opét nakladatelsivi SNTL Praha.

Byla to sfastnd nahoda, Ze jsme ziskali do naSeho tymu Elovéka, ktery
s diirazem jemu vlastnim a s kontakty, které mél jiz ze své diivéjsi vy-
davatelské a publikaéni éinnosti, prosadil pfedeviim viechna tfi vydani
uvedené knihy. Vydani v roce 1972 bylo prvni knihou vénovanou metodé
koneénych prvki v zemich tehdejdi RVHP. Obé vydani nalezla piiznivy
ohlas v odbornych éasopisech u nés a zejména v zahraniéi.

S profesorem Zlimalem jsem se po listopadu 1967 pravidelné setkaval
v jeho pracovné. Zpoéatku jsem ho informoval o tom, co vlastné v LPS
pocitame, jaké inZenyrské problémy fefime a jakych vysledkh jsme s Ing.
Leitnerem dosdhli. Diskuse postupné pfesla na problematiku variacni
formulace nami fedenych okrajovich problémi mechaniky kontinua po-
psanych parcialnimi diferencialnimi rovnicemi eliptického typu s konstant-
nimi koeficienty. Tedy, struéné fefeno, mluvili jsme o nejjednodussich
matematickych modelech dvojrozmérnych tloh pretvofeni a napjatosti,
které bylo moiné aplikovat pfi fefeni nékterych inZenyrskych problémii.

Postupné jsem tak uvadél profesora Zlimala do mé inZenyrské proble-
matiky. On pozorné naslouchal a mél vidy vécné dotazy a pfipominky.
Uvédomuyji si, #e jsem se tehdy pokouel zvlddnout tak trochu roli tlumod-
nika mezi myslenkovim svétem inZenyra, jeho problémy a tikoly, a svétem
matematika. Zpocatku vznikaly mensi problémy v dorozuméni. Ale pro-
fesor Zlamal byl vnimavy posluchaf a jeho zpétny vliv na mé zplisobil, Ze
jsem pfizpusobil svilj viklad jeho stylu formulace myslenek. Mél ziejmé
# jeho pohledu tspéch, kdyZ mné po roce nasi spoluprice fekl: To, jak se
dnes presné vyjadfujete, se neda srovnat s tim, jak jste se vyjadfoval pred
rokem.” Tato spoluprice méla dopad i na moji pedagogickou éinnost. Ve
viuce jsem poslucha&im vidy zdiraziioval nutnost piesné formulace pro-
blému. Profesora Zlamala jsem pribézné informoval o literatufe, ktera se
tykala metody koneénjych prvki, a o jejich aplikacich pfi fefeni inZenyr-
skych problémii. On si sdm, hned na poéitku nadi spoluprice zjisfoval,
zda existuji prace vénované teoretickym aspektiim této metody. A kdyz
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zjistil, Ze tomu tak neni, pustil se do priace. Vysledkem byl élanek na-
psany v rekordné kritké dobé, jeden z jeho nejispé&inéjdich, uvebfejnény
v Numerische Mathematik s nazvem On the Finite Element Metod, kde
pod jeho jménem stalo: Recetved April 17, 1968.

Jednou, pfi naSem setkini po uvefejnéni této prace, mné fekl:
+Skoda, Ze jste za mnou nepfisel o rok dfive. Byl bych prvni na svété,
kdo se vénoval matematické teorii této metody.” Profesor Zlimal mné
predtim s radosti sdélil, Ze élanek byl redakei ptijat, a fekl: ,Tak élianek
mné pfijali, konvergenci jsem dokazal, ale nevim, jak se sestavi visledna
matice soustavy.” Na to jsem mu odpovédél: | Tak s tim si, pane profesore,
nedélejte starost. To my jiZ zname vice nei dva roky.” Ale profesor Zlimal
chtél védét vic. Nespokojil se s moji odpovédi. A tak jsme se seili v jeho
pracovné, jako jiz nékolikrat pfedtim. Vysvétlil jsem mu nami infenyry
pouZivané dva zakladni principy mechaniky kontinua umoZiujici Fefeni
ilohy pfetvofeni a napjatosti zatiZenych konstrukei. Princip minima cel-
kové potenciilni energie téles vytvoFenych z pruiné litky, tj. bez disipace
potencidlni energie, v nichZ v disledku toho vznikaji i¢inkem zatiZeni jen
wpruina®, tj. vratnd pomérna pfetvoreni a dale obecné platny princip rov-
nosti virtudlnich praci aplikovatelny na télesa vytvofena z jakékoliv latky,
tudiz i z latky, u niz dojde v disledku disipace energie kromé pruinych
pietvofeni 1 k nevratnym pomérnym pletvofenim.

Nebudu zachidzet do podrobnosti. Reknu jen zévér. Dokazali jsme si
béhem diskuse existenci dvou v linedrni algebfe zndmych vyrazh. V prv-
nim pfipadé existenci kvadratické formy, v druhém piipadé existenci bi-
linedrni formy. Zavér byl jasny. Z jejich existence vyplynulo i pravidlo
pouZivané pii sestavovini regulirni matice vysledné soustavy linearnich
algebraickych rovnic, k jejichZ fefeni vede ve finalni fazi algoritmus dloh
pietvofeni a napjatosti konstrukei pomoei metody koneénych prvki. Sou-
casné jsme si také pfitom vysvétlili postup realizace okrajovych podminek
kinematického charakteru.

To je piiklad jedné z mnoha diskusi s profesorem Zlamalem. Vidy
byly konkrétni a véené. Stejné tak vécna byla nafe spoluprice na algorit-
mizaci napf. filohy t¥kajici se jedné zakazky. Kazdy z nds napsal oddélené
algoritmus feSeni, pak jsme se sedli a krok za krokem provedli srovnani
a pripadné opravy a zmény.

Profesor Zlamal patfil k tém numerickym matematikiim, ktefi si ovi-
fovali teoretické vysledky svych praci numerickymi vypocty. Ing. Libor
Holusa vypracoval naroény program na feSeni biharmonické tilohy pomoci
Zlamalova trojihelnikového prvku s polynomem patého stupné v z, .
Numerické vysledky prvnich fefeni vSak zdaleka nepotvrzovaly fad kon-
vergence predikovany Zlimalovou teorii pfi zjemfiovani déleni nahradni
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oblasti. Profesor Zlamal tim byl nemile piekvapen, a kdyZ jsme se setkali,
povidal mné: ,Reknéte mné, ale upfimné, poéiti touto metodou viibec
nékdo?™ Odpovédél jsem: ,,Pane profesore, budte bez obav, poéitd,” pro-
toze jsem mél informace o realizaci fady vypodti sloZitich a naroéniych
konstrukel v oborech vojenského primyslového odvétvi USA a dalsich
zemi, a sam jsem spolu s Ing. Leitnerem do té doby vyfesil fadu aloh
a fedil statické ulohy prostorovych pfihradovych konstrukei pomoci matic
tuhosti prut. Chybu v programu Ing. Holusa nagel, vysledky byly vyni-
kajici a plné potvrzovaly teoretické zavéry dosaZené profesorem Zlimalem
v jeho prvnim élinku o MKP.

W tomto ohledu byl profesor Zldmal zeela mimofidnou osobnosti nu-
merické matematiky. Pripomnél jsem si to pozdéji, kdyz jsem se setkal,
spolu s nékolika Ofastniky konference o MKP v Hannoveru v roce 1983,
s nestorem evropskych numerickych matematikia, profesorem Collatzem.
Byl krasny letni podveder. Sedéli jsme v hale hlavni budovy hannoverské
univerzity pod jeji nadhernou kopuli a profesor Collatz vypravél o svych
zgkudenostech z numerické matematiky. Piitom vyjadfil své plesvédéeni
o nutnosti doloZit teoretické vysledky numerickymi vypoéty. Rekl, ze
pokud by on v budoucnu rozhodoval o pFijeti teoretickyeh pfispévki
z oblasti numerické matematiky, nepfijal by pfispévek, ktery by nebyl
dolozeny podrobnymi numerickymi vypoéty, protoZe, jak zdiraznil, i ele-
gantni ditkaz nemusi odhalit v navrZzenéd metodé vipoétu slabd mista,
kteri tam mohou byt skryta, a projevi se teprve pii praci u pofitace,

Profesor Zlamal se postupné zacal vénovat daldim teoretickym problé-
miim MKP a jeho spolupracovniky se stali pfedeviim matematici. Z na-
gich to byli zejména profesor Zenifek a docent Nedoma. S profesorem
Zeniskem jsem je$té nékolik let spolupracoval na algoritmech inZenyr-
skych aloh. Publikovali jsme spolu jedenact praci. S Ing. Leitnerem a Ing.
Holugou jsme pomoci isoparametrickych prostorovich prvkil realizovali
na pfelomu let 1968-1969 prvni prostorové fefeni klenbové pfehrady na
fece Vrchlici u Kutné Hory.

V letech 1971-1972 nasledovalo fefeni prostorové napjatosti a pretvo-
feni dvou variant piehrady na Jihlavé u Dalefic — klenbové a zemni.
Vipotet zemni piehrady byl proveden pomoci pfirtistkové nelinedrni teo-
rie a byl pfi ném respektovin technologicky postup sypani hraze, ¢asové
zmény napéti vody v pérech zeminy a zmény pretvarnych vliastnosti zemin
v zavislosti na probéhlé drize napéti, jako funkce oktaedrického a devia-
torického napéti. Pii vipoétu byly pouZity opét osvédéené prostorové
isoparametrické prvky. Jen pro historickou evidenci tehdejsi Grovné vy-
pocetni techniky uvadim, #e vypodet trval 140 hodin, Tady se prokizala
znama zkufenost, #e inZenyr déla to, co musi, matematik to, co umi.
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Béhem poslednich étyficeti let dodlo k obrovskému rozvoji vipodetni
techniky., Zménila se i filozofie pohledu na moZnosti a felnost matema-
tického a numerického modelovani — od deterministickych modeli se po-
malu piechidzi ke stochastickjm. ReSeni soustav se statisici nebo miliony
nezondmych neni jiz problém. Mam pfed sebou éldnek nazvany Ultrascala-
ble Implicit Finite Element Analysis in Solid Mechanics with over a Half
a Billion Degrees of Freedom od M. F. Adamse a spoluautorii. V ném
je popisovino fedeni &asti lidské patefe, kterd je modelovana pomoci 135
milioni koneénych (mikro)prvki.

Problém jiz neni v rozsahu, ale ve spolehlivosti uréeni nahodné struk-
tury a nihodnych éasoprostorovych procesi. Lze jen diskutovat, jaki
bude budouci strategie a metody fefeni tiloh tohoto druhu a jemu po-
dobnych. A do tohoto vyvoje vstoupila elektronika dédvajici moZnost rea-
lizace dilkového monitorovani sloZitych a naroénych systémii a déjii v nich
probihajicich — Remote Monitoring Systém i s vyuZitim Internetu. Zis-
kat podklady a informace o ¢asoprostorovich ndhodnych polich pferista
mnohdy, i v zavainych pfipadech, finanéni moZnosti investori a provo-
zovatele. Vime, #e numericky model je ponhym transformatorem vstupni
informace na vystupni informaci. A pokud nemame spolehlivé vstupni
informace, plati znamé pofekadlo: Garbage in, garbage out. A to nemlu-
vim 0 otdzce véené presnosti matematického modelu. Odpovéd na otazku,
jak Fedit fasové zéivislou spolehlivost sloZitych systémil, nam snad napovi
nejblizii budoucnost.

Vzpominam-li dnes na drubou polovinu Sedesitych a prvni polovinu
sedmdesatych let, souhlasim s mym pfitelem profesorem ZeniSkem, Ze to
byla nase nejkrasnéjsi léta, jak to nadepsal v jednom svém é€lanku. Lidé
méli k sobé bliZ a badali pfedeviim pro radost. Vnitfni Zivot na nékterych
pracoviitich se soustiedil na fefeni védeckich problémii a ¢asto se bouilivé
diskutovalo o metodach fefeni.

Pro mé zistanou hfejivou vzpominkou na tato léta upfimna slova
profesora Zlamala, kdyZz mné, v jedné chvili naseho setkéni, fekl: , Pfines]
jste mné Stésti.

Prof. Ing. Jifi Kratochvil, DrSc., pisobi jako emeritni profesor hyd-
rotechniky na Ustavu vodnich staveb Fakulty stavebni VUT v Brné.
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Spoluprace matematika s programatorem
Libor Holusa

Kdyz jsem byl vyzvan k aktivni (éasti ve Vzpominkovém odpoledni na
prof. Zlimala a pfislibil ji, uvédomil jsem si, Ze musim pétrat 40 let dozadu
ve své pamétl. Profesora Zlimala jsem potkal poprvé na podzim rokuo
1964, kdy jsem coby pravé nastoupivii student VUT mél moZnost pfFijit
se podivat na poéitad LGP30 a nasledné pronikat do tajt jeho ovlddani.
Profesora Zlamala jsem tak sporadicky potkdval na chodbé skromnych
prostor tehdejsiho LPS a netusil, ze pravé tato osobnost vyrazné ovlivni
celou mou profesni kariéru. Vic neZ po roce, kdy jsem uZ umél napsat
samostatné néjaky ten program, mne prof. Zldmal (pro mne pfekvapivé)
pozval a zeptal se, zda bych umél naprogramovat i to, co mi vzdpéti
nastinil. Vitbee jsem tomu z hlediska matematiky nerozumél (tykalo se to
fedeni diferencidlnich rovnic metodoun siti), ale jeho ndstin postupu, tedy
algoritmu, byl pro mne velice pfitaglivy. Odvdiné jsem pfikyvl. Nevim
jiz presné, ktery to byl den €& mésic, ale byl to zafitek spoluprice mne
jako programatora s matematikem, kterd trvala, jak uvedu na zdvér, az
do konee tviiréich sil této matematické osobnosti.

Jak se nas vztah vyvijel pracovng? Asi jsem jej nezklamal. A poznal
jsem, Ze prof. Zlamal je velky pedagog. Ani v tom prvopoéitku, ani ni-
kdy pozdéji jsem se nesetkal ani s ndstinem toho, e by dal najevo svij
predstih v matematickém mysleni a svich znalosti. Samozfejmé Ze jsem se
zajimal 1 0 to, co vlastné programuji. A tak na mé (Castokrat i opakované)
dotazy na triviilnosti, za které bych se dnes s odstupem &asu musel stydét,
mi prof. Zlamal trpélivé odpovidal a vysvétloval mi podstatu problému.
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Tento piistup uplatfioval ale ke viem, kdo za nim pfichizeli pro radu &
konzultaci. Myslim, Ze pravé takto se mu podafilo ziskat pro matematiku,
zejména aplikovanon matematiku, celou Fadu lidi, ktefi se bud stali jeho
piimymi spolupracovniky, nebo se pozdé&ji uplatnili v primyslové praxi.

Prvopocatky mé spoluprice s prof. Zlimalem nabraly vyrazné na
intenzité v okaméiku, kdy se zaéal z popudu prof. Kratochvila a dalich in-
Zenyril vénovat metodé koneénych prvki. Protoze ho zajimaly pfedeviim
matematické aspekty této metody, veskeré technické zdleZitosti s aplikaci
a programovanim pienesl na mne. Pravé v té dobé mne seznamil s prof.
Kratochvilem a Ing. Leitnerem, ktefi se pokouseli realizovat na poéitaéi
prvii vypoéty MKP podle poznatki ziskanych ze zahraniéni literatury.
Pro mne to byl zdklad, ze kterého se odvijela koncepce celého systému,
tak aby bylo moZno nasledné jednodugeji realizovat nové algoritmy, které
pokrok ve vivoji MKP pfinasel. Diky takové ty¥mové spoluprici a na zi-
kladé motivace z primyslové praxe vznikla postupné cela fada problémoveé
orientovanych aplika¢nich variant celého systému.

Jednalo se o rovinné, rotaéné symetrické a prostorové tlohy prunosti,
tenké desky, skofepiny, vedeni tepla, proudéni kapalin, pfechodové jevy
polovodiél — no bylo toho hodné, a tady nesmim upfit zisluhu na rozvoji
i dalsim matematikiim a i programatoriim, kterymi byl prof. Zlamal ob-
klopen. A toto zdzemi budoval prof. Zlamal cilevédomé diky seminafim
numerické matematiky a dalfim kurziim, které inicioval.

Ale neodpustim si i poznimku k nékterym momentiim, které z prv-
niho pohledu nevedly k idedlnosti mé spoluprice s timto matematikem.
Obéas se stalo, ze vysledky kontrolnich pfikladi ve srovndni s jinak ovéfi-
telnon metodou vypoétu nesouhlasily. A kde hledat chybu? Prof. Zlimal
mél v podstaté étyfi vyrobni prostfedky: svou hlavu, to pfedeviim, a pak
tuiku, papir a gumu. A pravé ten posledné jmenovany vedl nékdy k tomu,
#e jsem napf. misto indexu i pfedetl j a podobné. Ani ji jsem nebyl neo-
mylny, takZe napf. misto dvojice indexti 7,1 jsem do programu pfepsal 1, 7.
Na néco se pfislo ihned, néco trvalo déle. Ani jednou jsem viak v piipadé
mého provinéni nevidél od prof. Zlimala vetyéeny prst. Zavér vidy byl
~— chybu jsme nadli, a zdiiraziuji slovo nasli, a to bylo podstatné,

Této vzacné vlastnosti uznavat vzajemné chyby si dodnes nesmirné vi-
Zim. Zde bych se pozastavil nad zdiraziiovanim odbornosti prof. Zlamala,
ktera bude asi lépe zvyraznéna v daliich referatech, ale rad bych upozor-
nil i na jeho roli feditele pro VUT vyznamné instituce. Nad otiazkou, Ze
tento élovék dokazal stmelit tak profesné diferencovany a velky kolektiv
lidi, by se méli zamyslet mnozi manaZefi soufasnosti. Jeho krédem byla
predeviim spokeojenost umociiujici pracovni nasazeni. Zajimal se o osobni
problémy zaméstnanci, pomédhal jim v rdmei svich moZnosti Fedit tfeba
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i bytové & jiné problémy, proziravé védél, Ze ma pro udrzeni schopnych
a perspektivnich lidi udélat maximum.

Vytvoiil prostor i pro relaxaci od psychicky naroéné price. Mohli
jsme hrat na pracoviéti stolni tenis, Zachy, pofddat rizné besidky (a on
se jich rad a aktivné déastnil). Nezapomenutelné jsou i vylety do pfirody,
kdy se jako jejich afastnik nékdy sice nedostal do cile véas a pak s jemu
vlastni matematickou preciznosti dokazoval omyl organizatori, ale to jen
proto, aby povznesl naslednou néladu (vidy viak nakonec uznal svou
chybu). On byl sportovec — lyZzaf, tenista, turista — védél, co mu pfispivi
k myslenkové relaxaci, a snagil se to pfedat i nepfimo jinym.

WV souéasné politické situaci si dovolim Fict na rovinu, fe prof. Zla-
mal coby nestranik udélal vie, aby uchrénil védu od politické zavislosti.
Memohu to nijak dolozit, ale uréité musel odolivat velkym tlakiim tehdej-
giho vedeni. Jak jinak by se mu podafilo napf. prosadit rozvoj MEKFP pod
hlavickou BSP — tedy pro generaci pozdéji narozenych étenaii ,Brigady
socialistické priace®. Takto se podafilo pieklenout jisté krizové obdobi,
které viak znamenalo, #e cela éra vyvoje MKP tehdejgiho tymu se doki-
zala pfenést do nasledného obdobi. A takovych piipadh fefenych z pozice
prof. Zlamala muselo byt bezesporu vie.

MNyni se vratim k tématu mého vystoupeni — spoluprice programa-
tora s matematikem. Riizné ,postsametové” reorganizace vedly k tomu,
#r jsme se na ¢éas gba vedalili. Ale nakonec jsme se setkali na stejné fakulté
VUT, i kdyZ na jinych pracovistich. Prof. Zlimal coby stile aktivni mys-
litel potfeboval oviéfovat své nové mySlenkové pochody, a protofe nenasel
podporu ve svém blizkém okoli, obritil se znovu na mne. NeziStné jsem
mu ji pfislibil. A tak jsme pokraéovali Fadu mésich v jiZ pro nis oba zaZi-
tém stylu: omyl, chyba, konzultace, nové feSeni — bezproblémové. Kdyz
jsem se v pitek pred osudnym dnem louéil s prof. Zlamalem s domluvou,
#e jeho novou myslenku na poéitadi ovéfim a v pondéli pfedim vysledek,
netufil jsem, Ze tento vysledek uz nebudu moci nikomu pfedat, netusil
jsem, Ze tim skonéi i ma letitd podpora programatora matematikovi. Je
mi lito, #e prof. Zlamal jiZ neni mezi ndmi.

Ing. Libor Holusa, CSc., blizky spolupracovnik prof. Zlamala, piisobil
na VUT v Brné a Masarykové univerzité.
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Profesor Zlamal — svétovy prukopnik
matematické teorie metody koneénych prvkn

Tvo Marek

Z mych studii mi v paméti utkvél virok, kterym si dovolim zacit
své vzpomindni na velkého védee a vyznamnou osobnost nadi i svétové
matematiky a nezapomenutelného pfitele prof. RNDr. Miloge Zlimala,
DrSc. Ten virok zni: Cas je spravedlivy soudce. Pokusim se i 5 pomoei
tohoto viroku ukizat, Ze rizna hodnoceni aspéchi profesora Zlamala, jez
byla uvefejnéna jesté za jeho Zivota, zlistavaji v platnosti i dnes, kdy si
pfipominiame jeho nedoZité osmdesité narozeniny.

Své vijimeéné postaveni v tehdejsi ¢eskoslovenské akademické obei
profesor Zlamal ziskal svimi svétovymi uspéchy jakodto matematik-
numericky analytik. Jeho cesta k maximalnimu védeckému vrcholu vedla
prostiednictvim jim péstovanych matematickych disciplin, jakiymi jsou
teorie diferencidlnich rovnic a posléze pfiblizné metody jejich fedeni.
Bezesporu nejvyznamnéjdi epocha jeho védeckého i pedagogického pi-
sobeni je spojena s jeho aktivitami v oblasti matematické analyzy me-
tody konefnych prvki. Tato metoda vznikld ve vyspélych inZenyrskych
vyzkumnych svétovich centrech se stala na sklonku Sedesatych let 20.
stoleti pfedmétem zdajmu nejen odborniki z kruhii inZenyrskych, ale i od-
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bornikii zabyvajicich se fefenim matematickych problémi na prudce se
rozvijejici vykonné vypoéetni technice.

Historie, jak se prol. Zlamal seznamil s metodou konefnych prvki,
je vieobecné znama z podani jeho pfimych spolupracovniki prof. Krato-
chvila a Ing. Holusi. Nezaujaty étendf se miiZe ptat, jak se md malickost
ocitd v roli hodnotitele éinnosti prof. Zlamala. Diivodi je nékolik, a tak se
o nékterych mohu zminit. Nejdilezitdjsim divodem je miij blizky vetah
k prof. Zlimalovi. Ten se vytvofil v pritbéhu mnoha let, co jsme se znali.

Nebyla to viak matematika, ale jind nase spoletna laska — sport
obecné a tenis zvlasté. Prof. Zlamal v dobé svych studii v Praze, kdy
byl védeckym aspirantem v MU CSAV, hréaval tenis v 1. CLTK"* v Praze
na Stvanici. Za tento klub jsem v téze dobé hraval jako dorostenec, Jak
tomu byva, ndhoda dala dohromady tFi osoby: budouciho profesora Zla-
mala, budouciho lékafe MUDr. Seemana a mne. Byl jsem rid, e jsem si
mohl zahrat s hraci, ktefl méli pravo hrat i v dobé maximalniho vytiZeni
dvorei, coz pro dorostence snamenalo dostat se do hry i v dobé, kdy mi
dorostenecti partnefi teprve hledali své prilezitosti.

S Milofem Zlamalem jsme toho mnoho o matematice nenamluvili, ale
byl to on spolu s docentem Riegrem, kdo mé inspiroval dat se po matu-
rité zapsat ke studiu matematiky. Mé cile v matematice nebyly nikterak
videcké, ba privé naopak. Dle mych tehdejsich a dnes vim, #e mylnich
predstav, Milodlv pfiklad mé ved] k lehkomyslnému zdvéru, e k tomu,
abych mohl hodné hrit tenis a vlastné nedélat nic jiného, je pro mne stu-
dium matematiky to nejlepsi feSeni. Tak se Milo§ Zlamal ,zaslouzil*, byt
nechténé, Ze jsem matematiku studovat Sel. Poedéji jsem zjistil, #e tenisn
se pii studin matematiky moe nahrat ned4, ale to je ui jina historie. Diky
tenisu jsme se stali partnery na kurté a posléze pfiteli, a to i v oblasti
viddy, 1 jinych nagich aktivit.

Daldim divodem pro to, abych se dostal do styku s védeckymi vy-
sledky prof. Zlimala, byla nade spolefna ni¢ast na plnéni tkol statniho
plamu zdkladniho vizkumu. V sedmdesitych letech 20, stoleti jsem se stal
pravidelnym posuzovatelem vysledki dosaZenych na pracovisti vedeném
prof. Zlamalem a bylo mou povinnosti referovat o nich na zasedani or-
ganu, ktery byl k tomu Wiéelu vytvofen. Postupné jsem se stal pomérné
dobfe informovanym ¢lenem riznych hodnoticich komisi v ramei Statniho
planu zdkladniho vyzkumu.

Tato ¢innost mé pfivedla k pozndani, Ze prof. Zlamal je jednim z nej-
vyznamnéjSich sou¢asnych matematiki, a snaZil jsem se tento nazor pro-
sazovat v Siroké vefejnosti. Tak se stalo, Ze jsem mél tu est podilet se na
dvou akeich, jez mély za cil vySe uvedené skuteénosti demonstrovat nasi

*Prvni Cesky Lawn Tenisovy Klub.
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matematické obei. Prvnl z téchto akei se konala v roce 1984 v Maridn-
skych laznich u pfilefitosti 60. vyroéi narozeni prof. Zldmala a ta druhd
pak v roce 1994 jakoZto mezindrodni sympoziumm Modelling 2004.

Na konferenci Modelling vénované jubileim prof. Miloge Zlaimala a Owe
Axelssona odeznély nékteré pfispévky obsahujici hodnoeeni Zlamalova
prinosu svétové védé. Abych dokumentoval teze z ivodu tohoto pFispéviu,
dovolim si porovnat tehdejsi mé laudatio s dneSnimi nézory na roli a vy-
znam prof. Zlamala v celosvitovém kontextu.

Mé vystoupeni bylo zaloZeno na analogii mezi spéEnym hudebnim
skladatelem, jimZ byl v tomto pfipadé Antonin Dvofdk, a usp&nym véd-
cem, tedy MiloSem Zlamalem,

Svétové nejproslulejdiim dilem Antonina Dwvofika je bezesporu jeho
symfonie e-moll Z Nového svéta. Mou snahou proto bylo identifikovat
Zlamalovu nejuspéinéjdi publikaci a porovnat jeji vyznam pro matema-
tiku s vyznamem Novosvétské symfonie pro svétovou hudbu. Za tu jsem
oznadil prvni ve svétové literatufe matematicky orientovany €lanek vé-
novany podstaté metody koneénych prvkid, tedy praci M. Zlamala On
the finite element method, Numerische Mathematik 12 (1968), 394-409.
Dosavadni ohlasy ve svétovém pisemnictvi potvrzuji, #e tento Zlimaliv
élanek ma pro matematiku zcela fundamentilni vyznam, a tak je vskutku
dilem néleZitého vyznamu, jaky znamend uvedend Dvofdkova symionie.

Snazil jsem se uréit daldi Zlamalovy prace, jez by mohly slouzit jako
viédecky protipdl k Dvofdkovym daliim symfoniim a symfonickym opu-
siim. Seznam obsahoval tyto visledky:

* metodika dokazovini konvergence riiznych variant metody koned-
nych prvki

Zlimalovy dvourozmérné prvky

idedlni zakfiveny prvek

Zlamalova podminka na nejmendi Ghel v trojihelnikovém prvku
metodika koneénych prvki pro evoluéni problémy
superkonvergence a jeji partikularni projevy

numerika rovnic pro polovodi¢ové materialy

Daldim analogem mezi skladatelem Dvofdkem a prof. Zlamalem je
skuteénost, Ze obéma byla udélena hodnost festného doktora. Dile pak
oba tito giganti éeského naroda byli pocténi éetnymi vyznamendnimi
a medailemi. V piipadé Miloge Zlimala je to éestné Elenstvi v JCMF,
Bolzanova medaile za zdsluhy o matematické védy udélend mu presidiem
CSAV a Pamétni medaile MFF UK v Praze k jeho Zivotnimu jubileu za
zasluhy o rozvoj matematickych véd.
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Rid bych jesté dodal jednu skuteénost, kterd postavila Milode piede
mé jako vzor. Byl to jeho vztah k jeho manZelce a rodiné.

Jak je patrné z projevit mych kolegl, ktefi se podileji na tomto
vzpominkovém seminafi, neni zapotfebi na mnou podané charakterizaci
tispéchii prof. Zlamala nic ménit. Yiechna vystoupeni na tomto seminafi
svorné konstatuji, Ze prof. Zlamal byl v¥znamnou osobnosti druhé polo-
viny 20. stoleti, a to jak pro nasi zemi, tak i celosvétové., Mj pFispévek
na tomto seminaii ma potvrdit tyto skutefnosti s tim, #e prof. Zlamal byl
takto vnimédn a ocefiovan jiz dlouho pfed svim skonem. To svédéi o tom,
ze byl viemi, kdo se dostali do jeho blizkosti, chapan jako legenda jiz za
sveého Zivota.

Prof. RNDr. Ivo Marek, DrSec., profesor aplikované matematiky
Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy v Praze, nyni piisobi na
Katedfe matematiky Fakulty stavebni Ceského vysokého udeni
technického v Praze.
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Fotografie ze Vzpominkového odpoledne 12, ledna 2005

Nahote: v pledsali byly instaloviny Styvii panely s dokumenty. Panel
s fotografiemi si prohlizi prof. Milog Rib,

Dole zleva: Ing. Ivo Zlimal (syn), RNDr. Ales Zlamal (synovec),
Ludmila Zlamalova (manzelka prof. Xlimala), doc. Jan Franei a prof
Jiri Hrehicek.




Prof. Ing. Jifi Kratochvil, DrSc., # Fakulty stavebni VUT v Brné mluvil
o svié spolupraci ingenyra s matematikemn; varhanni skladby prednes] prof.
Ing. Jifi Jan, CSe., z Ustavu biomedicinského inZenvrstvi VUT v Broeé.
Dale: Vepominkowd adpoledne po piednaskach pokeadovalo v neformalng
diskusi pii obéerstveni ve dvorané Centra VUT.







Prehled zivotopisniych udaji



Zivotopisna data

30,12, 1924
1936 - 1944
1944 - 1945
15.9. 1945
G. 2. 1946

1.4.1948

10.2.1949

1950 - 1951

19.1. 1952
1951 - 1952
1952

1955

L. 6. 195G
1956 - 1984
1.9. 1961
1.11. 1961

1963 -~ 1990
17. 4. 1963
28.7. 1965
1968

16. 3. 1981
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narodil se ve Zborovicich na Kroméfizsku

studoval na 3. redlném gymnézin v Brné

totalné nasazen v Breslau (Vratislav)

maturita na 3, redlném gymnaziu v Broné

zapsan na Prirodovédecké fakulté Masarvkovy univer-
zity (PFF MU)

asistent Ustavu matematiky Vysoké Skoly technické
Dr. E. Benede v Brné (nyni VUT v Brné)

ukonéil studia na PfF MU a ziskal titul RNDr. ob-
hajenim rigordzni price: O postadujicich podminkdch
pro jednoznacnost vedend systému yl, = fulz,m,....0))
(r=1,...,n) a posloupnostech s timto systémem
aspirant na Matematickém nstavu Ceskoslovenské aka-
demie véd v Praze (MU CSAV)

ozenil se s Ludmilou Vichrovou

zakladni vojenska sluzba

odborny asistent na Katedfe matematiky PiF MU
ziskal védeckou hodnost kandidata véd {(CSc.) na MU
CSAV v Praze obhdjenim prace: Studium oscilaénich a
asymptotickych vlastnosti fefeni linedrnich diferencidl-
nich rovmic vypracované na KM PfF Univerzity v Brné
pod vedenim prof, Dr. O. Borivky

jmenovan docentem PFF Univerzity v Broné (nyni MU)
clenem redakéni rady éasopisu Aplikovand matematika
prestoupil na Fakultu strojni VUT v Brné

jmenovan vedoucim Laboratofe poéitacich strojii Fa-
kulty strojni VUT v Broé

feditel Laboratofe poditacich stroji (pozdéjiiho Oblast-
niho vypoéetniho centra VUT)

ziskal védeckou hodnost doktora véd (DrSe.) na MU
CSAV obhajenim prace SmiSeny problém pro hyperbo-
lické rovnice s malym parametrem

jmenovin profesorem matematiky

publikoval praci On the Finite Elemeni Method
jmenovin élenem korespondentem CSAV



1983 - 1992
1990

1995
22.6.1997

Ocenéni
19,11, 19659

0. 4. 1974

15. G. 1974
30012, 1979
biezen 1981

5.9.1984
30.12. 1984

30.12. 1984
1984

22. 8. 1987
9.12. 1987
1989

1992

1994
17.2.1995

piedsedon Védeckého kolegia matematiky CSAV
piestonpil na Katedru matematiky Fakulty strojni
odegel do dichadu

zemfiel v Brné

Bronzova pamétni medaile VUT v Brné za mimoridneg
zisluhy o rozvej skoly, védy a fechniky

Statni cena Klementa Gottwalda za vypracovdni a rozvt-
nuti matematicke teorie konecnych prvki a za jeji apli-
kace (udélil prezident CSSR)

Cestna cena Jifiho Dimitrova I. stupné (udélily CKD
Blansko, zdavody Jifiho Dimitrova)

Stfibrna plaketa Bernarda Bolzana za zdsluhy o rozvej
matematickych véd (udélilo Presidium CSAV)

Pamétni medaile na paméf 35. virodi obnoveni Univer-
gity v Olomouci

cestny doktorit na Technické univerzité v Drazdanech
Zlata plaketa Bernarda Bolzana za zdsluhy o rozvej ma-
tematickgch véd (udélilo Presidium CSAV)

Zlata pamétni medaile VUT v Brné za mimoiidne zd-
sluhy o rozvaj Skoly, védy a techniky

ZLlata medaile Univerzity Palackého za zasluhy o rozvej
Univerzity Palackeho

Cestny élen Jednoty éeskoslovenskich matematiki a fy-
ziki

medaile Ceskoslovenské spoleénosti pro mechaniku pii
CSAV za zdsluhy o rozvoj mechaniky

Pamétni medaile VUT pfi piilezitosti 140. a 90. viroéi
zalozeni technického skolstvi v Broé

Pamétni medaile Univerzity Karlovy za vjznamny pri-
spévek k rozvoji a aplikaci metody konednyjch prvki
Stfibrna pamétni medaile Masarvkovy univerzity
Cestné uznani za viznamny piinos k rozvefi numeric-
kijch metod, zejména metody koneénych proki a dlou-
holeton prdci ve prospéch fakulty strojni VUT
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Za profesorem MiloSem Zlamalem’
Libor Cermdk, Josef Nedoma, Alexander Zenisek

Dmne 22. éervna 1997 neodekiavané zemiel ve véku 73 let prominentni
fesky matematik profesor RNDr. Milo$ Zlamal, DrSc.

Milog Zlamal se narodil 30. prosince 1924 ve Zborovicich u Kromé-
fize. Svi studia zacal na tfetim reilném gymnézin v Broné. Po maturité se
zapsal ke studiu matematiky a fyziky na Pfirodovédecké fakulté Masary-
kovy univerzity v Brné. V roce 1949 ziskal doktordit a stal se asistentem
na Vysokém uceni technickém v Broné. V akademickém roce 1950/1951
byl ve védecké piipravé na Matematickém dstavu Ceskoslovenské aka-
demie véd v Praze a po odslounZeni zdkladni vojenské sluiby preSel na
Prirodovédeckou fakultu Masarykovy univerzity. Po ziskdni akademické
hodnosti kandidata véd pisobil na fakulté az do roku 1961, nejprve ve
funkei odborného asistenta, pozdéji docenta matematiky., Od roku 1961
je jeho profesionalni kariéra a také jeho osobni Zivot spjat s Vysokim
uéenim technickym v Broé. Nejprve zde pracoval kritee jako docent na
Fakulté strojniho inZenjrstvi., Béhem let 1963-1990 byl feditelem Ob-
lastniho vipodetniho centra a v letech 1990-1995 pisobil jako profesor
matematiky na Ustavu matematiky Fakulty strojniho inZengrstvi. 1 po
odchodu do dichodu si nedoved] predstavit svilj Zivot bez matematiky
a nikdy nepfestal spolupracovat s fakultou.

Béhem svého pilisobeni na VUT v roce 1963 ziskal videckou hodnost
doktora véd a v roce 1965 byl jmenovin profesorem. V roce 1980 mu
byla udélena stéibrnd medaile Bernarda Bolzana CSAV, v roce 1984 zis-
kal zlatou medaili Vysokého uéeni technického v Brné a éestny doktorat
Technické univerzity v Drazdanech. V roce 1992 ziskal Pamétni medaili
Univerzity Karlovy za svilj vyznamny pfispévek k rozvoji a vyuZiti me-
tody koneénych prvki. V letech 1983-1992 byl pfedsedou védeckého ko-
legia pro matematiku Ceskoslovenské akademie véd.

Profesor Zlamal stravil vétiinu svého vyjimeéné védecky plodného
zivota vedenim viypodetniho centra VUT v Brné. Od zaloZeni byl jeho
feditelem plnych 27 let. Pivodné malé vipodetni centrum se pod jeho

*Preklad &lanku [26] v Crechoslovak Math. Journal 1998,
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vedenim rozrostlo v jednu z nejdilezitéjich instituci v ramei vysokého
gkolstvi v zemi a hrdlo vyznamnou roli pfi zavadéni modernich vipo-
¢etnich metod a vypodetni techniky do praxe. Profesor Zlamal pfednasel
fadu let postgraduélnim studentiim o nejmodernéjsich vypoéetnich meto-
dich. Vice nez 30 let vedl védecky seminaf pro specialisty v numerickich
metodach pro éeskoslovenské i zahraniéni tiéastniky. Profesor Zlimal se
osobné angazoval také pfi vichové fady mladych védeli — vétsina z nich
je nyni profesory nebo vyzkumniky v riiznych oblastech vysokého skolstvi.

Jako mlady matematik Milog Zlimal pracoval v teorii diferencidlnich
rovnic nejprve obyéejnych, pozdéji parcidlnich. Do roku 1967 publiko-
val 23 plvodnich Elinki v této oblasti, Mezi nejviznamnéjsi visledky
z tohoto obdobi nutno zminit teorii hyperbolickych rovnic s malym pa-
rametrem pfi nejvyEsi derivaci, kterd se stala pfedmétem jeho disertace
v roce 1960. Podstatna ¢ast disertace byla publikovina v [13].

Nejdilezitéjsi obdobi jeho tviiréi prace zacalo, kdyZ se v roce 1967 diky
spolupraci s inZenyry seznimil s nové se rozvijejici metodou koneéngch
prvki. Visledky tykajici se této metody publikované ve 47 élancich mu
piinesly uznéni v celém svété.

Profesor Zlamal byl vybaven schopnosti, kterd neni piilis &astd mezi
matematiky: Zivé se zajimal o problémy, které vychizely z inZenyrské
praxe, byl schopen naslouchat inZenyrim, spolupracovat s nimi a vyugit
jejich problémy jako podnétu k vysoce védecky podloZenému vizkumu.
Tak napfiklad pfedmét jeho doktorské disertace vznikl z diskusi s profe-
sorem V. Hilkem. Prvni informace o metodé koneénych prvki ziskal od
Ing. Jitiho Kratochvila ze stavebni fakulty VUT v Brné. Profesor Zlimal
rozpoznal v procedurich uZivanych inZenyry uréité souvislosti s téméd
zapomenutym élinkem R. Couranta ( Variational methods for the solu-
tion of problems of equilibrium and vibrations, Bull. Amer. Math. Soc. 49
(1943), 1-23) a s variaénimi metodami obeen#. Nejprve zamyslel napsat
pouze kratkou poznamku o konvergenci Veubeckeho prvku, ale nové mys-
lenky a impulzy pfichdzejici béhem price vedly ke élinku [24], jednomu
z nejeitovanéjich élanka v metodé koneénjch prvki.

Ve svém seminafi profesor Zlamal postupné vytvorfil skupinu lidi plné
angaZovanych v nové se rozvijejici metodé koneénych prvki, ¢im# vznikla
tzv. brnénska Skola této metody. Jeji vihodou bylo pfimé spojeni s vipo-
¢etni praxi: algoritmy a tvofeni programi pro tuto metodu byly rozvijeny
paralelné s feSenim inZenyrskych problémii. V tomto sméru programator-
ska erudice Ing. L. Holusi stejné jako praktické zkusenosti prof. J. Krato-
chvila s aplikacemi metody znamenaly znaény pfinos. Programovy systém
se vyvijel fadu let a vedle vyuziti pro vipodet iloh z praxe slougil také
pro okamzité ovéfeni teoretickych visledki.
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Léta 1967-1973 lze nazvat ,eliptickym obdobim® v Zlimalové praci
v metodé koneénych prvki. ViSe zminény ¢lanek [24] zaéal sérii osmndcti
¢lanki, které lze povaZovat za nejlepdi uéebnici metody koneénych prvki
té doby. Napfiklad profesor Raviart z Pafize prohlasil, Ze se tuto metodu
uéil z ranych Zlamalovich praci.

Od roku 1973 (kromé obdobi 1977-1979, kdyz analyzoval superkonver-
genci a redukovanou integraci v metodé koneénych prvki) se M. Zldmal
zabyval evoluénimi ilohami. Nejdfive zkoumal linearni parabolické rov-
nice, pfidemZ zvlastni pozornost vénoval multikrokovim metodim. Od
roku 1976 systematicky studoval nelinearni problémy, nejdfive opét pa-
rabolické rovnice. Dva nejdilezitéjii élanky z tohoto obdobi jsou price
[50], ve které studoval konvergenei dvoukrokovich A-stabilnich diferend-
nich metod, a prace [56], ve které se zabyval také nelinearitou ve élenu
5 fasovou derivaci.

Béhem let 1979-1982 M. Zladmal studoval hlavné parabolicko-eliptické
nelinedrni rovnice, které maji hodné aplikaci pfi fefeni nelinedarnich mag-
netickych poli. Zejména clanky [61] a [63] maji zasadni vyznam, i kdyz
byly méné citované, nef si zaslonZily.

V obdobi 1983-1990 M. Zlimal studoval problémy spojené s nume-
rickym Fefenim rovnic popisujicich procesy pfi vvrobé polovodiéi a jejich
éinnosti. Clénky [65] a [69] maji nejvitsi viznam v této oblasti. Béhem
posledniho obdobi svého Zivota se profesor Zlamal zabival box metodou.

Profesor Zlamal se vidy snaZil ovefit si své teoretické vysledky v me-
todé koneénych prvkil také numericky. To vedlo k vytvofeni programi pro
fefeni tenkych desek, pro problémy rovinné pruZnosti s riznymi druhy
prvki spojenych s piechodovimi prvky, pro rovnice pfenosu tepla, mag-
netické pole, simulaci polovodiéi a zikladni rovnice polovodiéh,

Profesor Zlamal vidy volil problémy, které byly zajimavé nejen 2 teo-
retického, ale i praktického hlediska. Ve svych pracich fesil problémy
zasadniho vyznamu, proto jeho metody a dikazy mohly byt upraveny
a pieneseny do mnoha dalsich oblasti, jak se to Castokrait stalo. Proto se
peclivé éteni Zlimalovych &lanki ¢asto stalo neéekanym, ale velmi pfi-
jemnym zacatkem dalsi tvofivé prace.

Kdy# se ohlédneme na mnoZstvi védecké, pedagogické a organizaéni
prace profesora Zldmala, uvédomime si, kolik ndm toho zanechal a jak
nam bude chybét. V Milodi Zlimalovi ceski védeckd komunita ztratila
jednoho ze svich prominentnich matematik( a Ustav matematiky Fakulty
strojniho inzenyrstvi VUT svého nejvyznamnéjsiho élena.
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On the Finite Element Method
MiLos ZLAMAarL

Received April 17, 1968
Dedicated to Professor OTakar BoRUVEA on the occasion of his scientific jubilee,

1. Introduction

CouranT has suggested in [8] a finite difference method which is applicable
to boundary value problems arising from wvariational problems. The finite dif-
ference equations are obtained by means of the Ritz method with trial functions
that are piecewise linear over a triangulation of the plane. There are several
papers dealing with this method. We name FriEpricHSs and KELLER [12] and
OcANESJAN [14]*. Much more papers appeared in recent wyears in technical
journals. The method has been called the finite element method (see the mono-
graph [17] by Zienkiewicz), It was developed originally as a concept of struc-
tural analysis and in contrast to the mathematicians the engineers have begun
to use for approximation polynomials of higher degrees and have developed this
method also for variational problems containing derivatives of the second order
[see CLovcH and TocHeRr [7] and FrRAEI]S DE VEUBEKE [9]).

In this paper we justify first a procedure by Frag1]s pE VEUBEKE [10] which
uses quadratic polynomials. Then we propose and justify a procedure using cubic
polynomials. All these procedures concern variational problems containing first
order derivatives only. In the last section we introduce and justify a procedure
using fifth degree polynomials and applicable to variational problems containing
second order derivatives. In all cases we derive asymptotic estimates of the
discretization error. Some details of the computational technique and numerical
results will be published in a subsequent paper.

2, Second Order Equations

Let £ be a simply or multiply connected bounded domain in the x,, x, plane
with the boundary I". I' consists of a finite number of simple closed curves [}
(i=0,...,7; I,.... I, lie inside of I and do not intersect. We consider the
equation

S &
(1) Lu=—2 - a_%)—}-ﬂu:f{xl_x‘]

L=l

11 am indebted to the referee for calling my attention to the following papers:
Aveiw [1], C#a [4], CiarLET [5], C1arLET, ScHuLTZ and Vamca [6]. After having
sent the manuscript to the editor there appeared a very interesting paper [3] by
BirkHOFF, SCHULTZ and VARGA.
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On the Finite Element Method 395

in £2. Here a;;, c, { are continuous functions of (¥, ;) on & and

¥ )
2 ayla, ) =a(n,x),  Tagdibzpe 26
pe==const =0, c(xy, %) = 0.

Two boundary value problems will be solved:
The Dirichlet problem

(3) #|p=0

and the third boundary value problem

1
du
(4) L;)_,:laq ax; cos(y, x) +ou = 0.

In (4) » is the outside normal to I and on I” we assume
(5) o=0 on i, ezk0 if mgn::=u.

Under these assumptions both these problems are positive definite and the solution
of the Dirichlet problem minimizes the functional

(6) ﬁ{ﬂ}=fLi S -g:-_—+r:1.r’—2h)dx
g ‘hi=l )

in the class of functions lrr'im (£2) and the solution of the third boundary value
problem minimizes

(7) Fy(v) '—'J.(iﬁ_:lﬂuj_; :—:, + oyt — EIv)dztfav‘dF

in the class W () (see, e.g., [13]). Here Wi ({2) means the Sobolev space of
functions having generalized derivatives up to the order & inclusive which belong
to Ly (£2). The norm is defined by

(8) Jefiegenien =Iq§llﬂ‘ ufi o

Here we use the notation i= (i, i), |i| =441, D*'u_a‘j:"%,; and W (Q)
is the space of functions which we get by completing in the norm | [y g, the set
of functions from C™* (£2) with compact support in £.

As we want to use for approximation polynomials of higher order we restrict
ourselves to the case that the boundary curves I (f=0, ..., r) are polygons. We
consider all triangulations of £2. To triangulate & means to cover 7 by a finite
number of arbitrary triangles such that the open triangles are disjoint, the union
of closed triangles is £F and any two adjacent triangles have a common side. To
every triangulation we associate two parameters: &, & & is the largest side and
# the smallest angle of all triangles of the given triangulation.

To explain the procedure by Frag1)s pE VEUBEKE let us consider a triangle T 2
with vertices B, K, B. Let §), @5, (4 be the mid points of the sides of T and

* By T we denote both the triangle and its interior,
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306 M. ZLAMaL:
#(x;, x4) be a quadratic polynomial

Pm, 7)) = +':le+nlxl+m¢x§+“lxlxt+“lx='

We determine the six coefficients &, by six conditions, namely that the polynomial
pix,, x5) assumes given values at the nodes Fj, B, , (0, @y, @y. We consider
these values as parameters when no side of the triangle lies on the boundary I
or when it lies and there is prescribed the natural boundary condition (4). In
case of the Dirichlet condition (3) the values at the boundary nodes are equal
to zero. It follows easily from Theorem {1 introduced later that the polynomial
#(x;, x4) is uniquely determined by these six conditions. We construct such
polynomials for every triangle of the given triangulation and consider the spaces
I},{j’.}} and H,({2) of functions defined on every triangle by the corresponding
polynomial {E}, corresponds to the boundary condition (3) and H, to (4)). It is
easy to show that every function from H, belongs to W' and every function
from H, to W{". These functions have piecewise continuous partial derivatives
of the first order and we show that they assume the same values on the common
sides of adjacent triangles which means that they are continuous. Let namely
F, B, be a common side of two triangles and #,, #; be the corresponding poly-
nomials. We can express the segment F; F, by means of a parameter s {0, I,
I being the length of the side F, £}, and then both polynomials p,, , are quadratic
polynomials of s assuming the same values for s=0, § [, I. Hence it follows that
the polynomials assume the same values on the side F} F.

H, and H, are finite dimensional subspaces of Irf’,"" and WYY, respectively.
The approximate solutions U{x,, x,) of our boundary wvalue problems are de-
termined as that functions from ..';', or M, which minimize () in the class .‘i’,
and (7) in the class H,, respectively. The existence and uniqueness of U(x,, x,)
follows immediately if we realize that the functionals (6) and (7) without the
linear term — zﬁl‘,r‘udx. considered in the classes H, and H,, respectively, are

positive definite quadratic forms of the nodal values.

We want to find an estimate for the discretization error s (x, xg) — Uz, xy)
in the norm | fype proving thus the convergence of the method. The argumen-
tation goes in the same lines as in [12] and [16]. Consider first the Dirichlet
problem. It is well known (see, e.g., (13]) that if 4 is the solution and veWj¥ then

D(o—u)= Et) — K (x)
where D (z) =D |z, 1) and

]
D{w-v]—f[_, uaf a;+cw
Hence we have

DW —#)=R(U) ~ K@) = min £ (s) — K ) = min Do —w) S D —

where i is the function from H, assuming the same values at nodal points as the
solution #(x;, x,).
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On the Finite Element Method 397

Now to get an estimate for the discretization error it is sufficient to derive
an estimate for the difference w —#&. We use the following Theorem 1 which we

prove later,

Theorem 1. Let the function g(x,, x,) be continuous on a closed triangle T
and have bounded derivatives of the third order in the interior of T,

|D‘¢°{x:r#|HEM|- |'|:|=3'

Fuarther let ¢ vanish at the vertices I, F, Fy and at the mid points ,, @4, (4.
Then it holds in T

2
Sif &

& .
(9) |2

= Myet, §=1,2, |gplx, =)= M3,

where ¢ is the greatest side and = the smallest angle of the triangle T

Assume that the solution #(x,, ;) has bounded derivatives of the third order,
M, being the bound. Applying Theorem 1 for every triangle of the triangulation
and for ¢ =u—#, taking into account that D'g= D' for |i| =3 and remem-
bering the meaning of the parameters &, & we get

(DU =)} =C oo g Myh?

where the constant C does not depend on the triangulation. Using first the
assumptions (2) and then Friedrichs inequality we come easily to the following
statement:

If the solution w(x;, xz) has bounded derivatives of the third order in 1,

(10) | D'ulzy, x| = My, |i]=3,
then it holds
(11) I — Ubpiay S € 5 5 Mah®

where the constant C does not depend on the triangulalion.

{11) means that if we refine the triangulation in such a way that #=8,>0
the approximate solution I'(x;, xy) converges to the exact solution in the norm
| bwyirim. the convergence being of the order A% This is the same rate of con-
vergence as in the case of the usual second order finite difference scheme, However
we need only to assume the boundedness of the derivatives of the third order
whereas in the case of the usual finite difference scheme the boundedness of the
fourth order derivatives is required.

Concerning the boundary condition (4) the estimate (11) remains true and
only minor changes in the proof are necessary. Instead of the form D(z) we have

Dy (5 =D{z) +P_r=:r 240,
Ii m}nc{xl,z,}=cu}ﬂ then
D@z [[(25) + (2] ax +cy [
] 8

38 Numser. Math,, Bd. 12
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198 M. ZriAMarL:

and from Dy (U —uw)= Dy (# —u) we get (11) immediately. If mg._n £(xy, 2g)=0

then from our assumption (5) it follows that ¢= g, 0 on a part I' of I" for o,
being sufficiently small. Then

Dl{ﬂ::rpf[;:l '+ (;;:')'
o

Using the generalised Friedrichs inequality (see [11], footnote 13a) we again
get (11).

We turn our attention to the approximation by cubic polynomials. A general
cubic polynomial in two variables has ten coefficients. Thus we must impose ten
conditions. We suggest two possibilities: a) to prescribe the values of the poly-
nomial and its first derivatives at the vertices Fj, F,, F, and as the tenth con-
dition the value of the polynomial at the center of gravity I} of the triangle.
b) to prescribe the values of the polynomial at the vertices, at the center of
gravity and at six points lying on the sides of the triangle and dividing them in
three equal parts. We shall discuss the first case only.

Again we consider the prescribed values as parameters when no side of the
triangle lies on the boundary I” er when it lies and we have the boundary con-
dition (4). In case of the Dirichlet condition (3) the values of the polynomial at
boundary nodes must be equal to zero whereas the first derivatives must satisfy

the condition
'EE -EIE
ax, mﬁ-z-ra sineg=10

ﬂf s2dP.

where « is the angie of the corresponding side with the x,-axe. This simply means
that &#/ds=0 at the boundary node, 8/8s being the derivative in the direction
of the side. It follows frem Theorem 2 introduced below that the polynomial
Plx;, xg) 15 uniquely determined by these ten conditions. We construct such

polynomials for every triangle of the given triangulation and consider the spaces
ﬁ,[ﬂ} and H,(2) of functions defined on every triangle by the corresponding
polynomial. Again it is true that H,c WiV and H,cW{". Let namely P, B, be the
common side of two triangles. The corresponding polynomials are cubic poly-
nomials of a parameter s£40,!) and they have the same walues and the same
derivative with respect to s at the endpoints of the interval {0, I3. Hence they
assume the same values on F F. H, and H, are finite dimensional subspaces
of WV and W™, respectively. The approximate solutions U(x,, %;) of our boundary
value problems are determined as that functions from H, and H, which minimize
(6) in the class H, and (7) in the class H,, respectively. Again the existence and
uniqueness of U(x,, x,) follow in the same way as before.

To get an estimate for the discretization error w(x;, x) — Ulx, x5) we use
the following

Theorem 2. Let the function ¢(x, %) be continuously differentiable on a
closed triangle T and have bounded derivatives of the fourth order in the interior:

| Digln, x)| =M, |i|=4
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On the Finite Element Method 399

Further let @ and its first derivatives vanish at the vertices of T and let ¢
vanish at the center of gravity of T. Then it holds in T

(12) 1””‘"‘”5 M, =12, |pln, 5)|S g Myct

where ¢ is the greatest side and o the smallest angle of the triangle T.
A consequence of this theorem is the following statement:
If the solution w(xy, x5) kas bounded derivatives of the fourth order in 02,

| D'u(x,, z)| = M,, |i|=4,
then it holds

{13'} I“ —U}mnw}ﬂ E'_"' M M

where the constant C does not depend on the triangulalion.

The convergence is of the order &* under the same assomptions which in case
of the usual second order finite difference scheme ensure the convergence of the
order A%

Let us remark at the end that the estimates (11) and (13) can be proved in
a similar way also for the Neumann problem and for the mixed problem where
the condition (3) is prescribed on a part of the boundary and on the remainder
of it there is prescribed the condition (4).

3. Auxiliary Lemmas and Proofs of Theorem 1 and 2
We first introduce the notation for the elements of the triangle T. We denote
the angles at the vertices Fj, F; and F; by &, f and y, respectively. We choose the
notation of the vertices in such a way that a=f8=+. The sides are denoted by
¢c=BE, a=hkF, b=RFE. From a=f=y it follows by elementary considera-
tions
a=bh=e,
1
(14) Fny = snf = sna’
©
p =2
Now we state some very simple lemmas, Only one of them will be proved.

Lemma 1. Let s,, 5, be two directions containing an angle w. Let — B?IP’ =k,

%¢(P) _ },, P being a point in the (s, %)-plane. Then

K1 N L o LY
| iy |— |sines| 1=1.2

and if 0<w<=1}x then
| dg(P) 1,,_._; max | &,|

where s is any direction lying inside the acute angle formed by s; and s;.
m{



400 M. ZrLAMAL:

In the following lemmas g(s) means always a function of a real parameter
s€40, I3, continuwous on <0, I and having a derivative of the second, third or
fourth order.

Lemma 2. Let g(0)=m,, g())=n; and [g"(s)| = K, in (0, ). Then
()| = max|n;| + §K, 2.
Lemma 3. Let g(0)=m, g(#})=2s. g(f)=1y and [g™(s)| = K, in (0, ). Then
6] < -5 max|n| + 53 Ky
|g'(s)] = -f-maxlml + i Ky,
Lemma 4. Let g(0)=n,, g'(0)=hy, g(l)=n, and [g"(s)| =K; in (0, ). Then

[gis)| = max|n,| + ¢ [ A7+ K2

Lemma 5. Let g(0)=my, g()=1y, g'(0)="~y, g'()=k, and [g®(s)| =K, in
(0, ). Then

| ()] = max || + 4 Imax|k;| + or Kb,
lg'(s)l = ;' max |n,| + max | & + HKJF-
Proof. Let
PUE) =11 —3& +28%) +my[36% — 28] + Ry U [€ — 280 + 8] + Ryl [— £+ 8

and set g(s)= (i) +w(s). The polynomial #(/-1s) is an Hermite interpolation
polynomial, We have

PO =y Q) =p() =y} =0, |p¥(s) S K,
and from the remainder theorem for Hermite interpolation (see, e.g., [2]) we get
lwis) = i—;ﬁﬂll‘. Concerning (s} there exists £¢(0,[) such that w'{§)=0.
From the remainder theorem for Lagrange interpolation we have

s = K| 2(x —&) (x| S K, 1B —&| = 5K P
|#(8)] = max|n| + }imax|k|, [#'(8)] =3 max|n| + max|k]
the lemma follows.

Lemma 6. Let g(0)=m, g(0)=4, g(}) =17y g(l)=7y and [g®(s)| S K, in
(0, 1). Then

|HJ{5” 21 m“l'ﬁl + Ik:l.l +38 13 KIF

Proof of Theores 1. In the triangle T it holds

(15) W£2F—M&

G



Om the Finite Element Method 401

where 8/ds; means a derivation in the direction s; and s; (j =1, 2, 3) are arbitrary
directions. Let us choose >0 and let us construct a triangle K F} F; lying
inside T with sides a’, &', ¢ which are parallel to the sides of T and lie in a dis-
tance 4. We have a', &', ¢'<2 ¢ and from Eﬂl‘].tlﬂu]t}’ of ¢ it follows that |p(B)| =«
and |p(Q)| =« if ﬁ is sufficiently small (Q;, Q3 and Q5 are the mid points of the
sides Py Fj, F; Fy and Fj F). We consider the function ¢ on the side P{ P, as
a function of a parameter s€<0, a'. Let #/8s; be the derivative in the direction
of the side Fj Fj. By (15) we have | #g/2s]| =2)2M;. We apply Lemma 3 for
g=¢|p p and I=a'< ¢ so that Ky,=2)2M,, max |n;| <& Thus

|aw{Pﬂ'| < 8 +-|-'§M,:’.

In the same way we get

¥

=3.4 ‘"‘M.-:h:- .e+"2

3
a.: Mye

where s, is the direction of the side By . Hence by Lemma 1

16 J2M, 16 V2M,
a'sinf 5in3 S Tane a’sin a t Sina sin x ek,

The same inequality holds for the vertex FPy:
& M'
!_P!ﬁ?.li 16e Va.

ﬂ.r’a a" ;.II!.T + smu

| iy B

1.3

From the last two inequalities and by Lemmaz =T IF: , Kag=2M,, [=a'< c)
wiz obtain

g ()

axy

16¢ V2
a’sin +

M".
sin = Lo iy H,r.'

=
where P’ is an arbitrary point of the side P Fj. For the vertex B it also holds

dg(K)| o _16¢ + V2.,

. dxy |—unn:: 5N @

[
Now let P’ be the point of the side Py Py which lies on the line going through
P} and P, P being an a:hltmr:,r point from the interior of the triangle B Py B,

Applying again Ltmma.z g— L’F’ K,= IM,,I—R'P'isc:c}we get from
the last two inequalities

dg (P} 16 ¥z M,
| dr; |_ asnz®t Ene ¢ T2 M*'F'
and letting -0+
cwIP} 2)2+sina zIfEHJF
] | = 2 sin w My = = 25in a = sin & Mye®.

This is the first inequality in Theorem 1. An estimate for the function ¢ itself
could be won from the estimates of the first derivatives. A better result, the
second inequality in Theorem 1, follows from this lemma.
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402 M. ZLAMAL:

Lemma 7. Let the function y(x,, x,) be continuous on a closed triangle T
and have bounded derivatives of the third order in the interior. Further let
v(B)=mn;, w(@)=<;. Then it holds on T

(16} lpixy, 2)| =6 4 Myed, [}

Proof. We again ‘consider the triangle B Py Fy. Let p(F)=n, p(Q})=Ci.
If 4 is sufficiently small then |n, —n| S e, |C,i —{i| =& By means of Lemma 3
we easily show that on the boundary of the triangle B F; F; it holds

5 4 216 ] P
(17) lvl = 50"+ 5 Mye®,  n'=max(|n], |£).
By Lemma 3 we again get
#p(R) V2 atitl V2
T < pr+yMe | s+ e,

s, and sy now being the directions of the s:des B P and P{'P;, respectively.
By the second part of Lemma 1 it follows from these inequalities that
16¥3 7 | ¥6

(18) ‘ 2e | =" 3w T3 M

s being any direction lying in the angle «. Let P' be the point on the side Fy Py
which lies on the line going through F and P. By (17), (18) and Lemma 4 we
obtain

2V6 413 ¢ Y6 ¥z
|’F|:-P:||£4*i|+ & M+ 3 Nt Me+

and letting &0+

M,

P s (34454 (8 L X8 | ) pr g m 4 e

Proof of Theorem 2, We consider the triangle F{ Fj Py and choose 8 so small
that |D'g(B)| se, |i] =1, ;_1 2,3 and |g(B)| =& where Fj is the center
of gravity ui the triangle F| F; F;. By Lemma § applied to g= quhup- f=a'<¢,
Ky=4M,) it holds

|'F'{'?sl|5=(1+ - )+ mMi |ﬁ'wtr.?;

5, being the direction of the side Py Fy. Let s, be the direction of the line joining
F with Q3. As Ia"‘”P;"]'| =& we have |a~:pl_'P"Jl£ J2e Applying Lemma 6 to
E=¢|pgp =R Q<e, K;=4M,) we get

9500 e g +-) ]+ (i + 3

By Lemma 1 it follows

139"‘!@;}
axy

Sefd +1)+ S

Samsllzme 1+ )+ﬁ+—:’,-+11
+(eamer + 5 + 6/ Mec}

G&
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whert o is tl:u! angle between the directions s, and s,. As f<"e<"m —y it holds

'smur < Sna

and letting & — 0+ we obtain

‘_HM':';J_
£y

= sl:tn {ﬁd-g;@ + 15)”‘6

By elementary considerations it is easy to prove that T'E‘T =2 2. Hence
[

LICE] P R R A PP

axy sine | 32

The same inequality is true for the mid points Q,, . Setting y = ¢/@x; and
applying Lemma 7 we get

!93

To prove the remaining 1nequal|t}r let us consider the parallel to the xj-axe
going through an arbitrary point PeT. One of the intersections of this line with
the boundary of T, say P, lies in a distance not greater than §¢ from P. Thus from

#
ig
#(P)=g(P) +}!‘a—ﬂdﬁ
it follows

1 ]
9P| <19 (P + % ¢ 5y Mt
The values of @ on the boundary of T can be estimated by means of Lemma 5,
the bound being 5 Myct. The last inequality gives

St sina) Mot £ 3 M,

S:it\u.[:i- =11 = Ein«

le(P)] =

4, Fourth Order Equations

For the sake of brevity we restrict ourselves to the Dirichlet problem for the
biharmonic equation:

(19) A= f(x,, ), (7, x) €12,
(20) ulr= Gy |p=0.

However, we remind that the procedure and results, which will be proved, remain
the same for more general equations and for other boundary conditions which
do not make any troubles, This is certainly an advantage of the finite element
method against the usual finite difference method,

The sclution (%, x5) of the Dirichlet problem {19}, (20) minimizes the func-
tional

&ty |2
(21) K= f[(m +2(5m5) + (5f) — 2w, ) o] dx
in the class T»{’}”[ﬂ:l. If we want to approximate the sofution in the triangles by
polynomials we must choose such polynomials that the resulting trial functions
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404 M. ZLAMAL:

are not only continuous in £ but they have continuous derivatives in 2. They
will then belong to Wi® as their second order derivatives will be plecewise con-
tinuous, To this end let us consider a polynomial of the fifth degree

Ploa, ¥ =ty o % + oo+ tag Xy 33 + oty A5

To determine such a polynomial we need 21 conditions. We choose them in
the following way: we prescribe the values D'g(PB), |{| =2, 1=1,2, %, and the
N@}

values »1=1,2,3. P, and @, have the same meaning as before, i.e. F, are

vertices ui the triangle T and (4, are midpoints of the sides; » is the normal to
the boundary of T. It follows easily from Theorem 3 introduced later that the
polynomial $ (%, x,) is uniquely determined by these values. We show that the
functions defined in £ and equal in the triangles to the corresponding poly-
nomials are continuously differentiable and have piecewise continuous zecond
order derivatives in fJ. It is sufficient to show that on a common side F R of
two triangles the corresponding polynomials assume the same values and the
same value of the normal derivative. Now if we consider the polynomials on the
side F, F, as functions of a parameter s {0, /) we know that they assume the
same values at the ends of the interval <0, I and the first and second derivatives
with respect to & at the ends of {0, I> are the same. As they are polynomials of
the fifth degree in 5 they assume the same values on the whole side B, F,. The
normal derivatives assume the same values at the points s=0, }/{, ! of the interval
0, I3 and they assume the same value of the derivative with respect to s at the
ends of {0, I because at the ends of {0, I the second order derivatives of the
polynomials have the same values. Thus being polynomials of the fourth degree
in 5 they assume the same values in {0, [

We consider the values [¥p(F) and &p(Q,)/ér (|¥| =2, =1, 2,3) as para-
meters. Only in the case of boundary nodes the situation is different, We must
take into account the boundary conditions. After a simple analysis which we do
not carry out here we would find out that some of the boundary parameters are
equal to zero and some are multiples of another boundary parameter. Denote by
I},[ﬂ] the class of functions defined on I} which on the particular triangles of
the given triangulation are equal to just introduced polynomials. ﬁ. is a finite
dimensional subspace of ﬂr.m, The approximate solution U{x,, x.) is defined as
that function !‘l‘mﬂfh which minimizes the functional {21) in the class f;'_,. We can
prove as before the existence and uniqueness of Ufx, x,).

To find an estimate for the discretization error let us introduce the notation

My 2 For At
S j [(F) + 2 (e as) + (5o
Then it holds (see [13])
Jo(U =) = By (U) — Fy () = min Fy(z) — Fy(4)

i'".,

= m-j}ﬂfu{"_ﬂ} = Jolw —u)

Fil
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where i is the function from Hy such that the values of D'@ for |i| S2 at the
vertices of the triangles and the values 2#/@v at the midpoints of the sides are
the same as those of the solution w(x, x,). To estimate [ (u —&) we use the
following

Theorem 3. Let g(x,, x3) be twice continuously differentiable on the elosed
triangle T' and have bounded derivatives of the sixth order in the interior of T",

J'D-“F:xlr It” gMﬂl I£i=6'
Further let

Dig(F) = a?{?ﬂ =0 for |i|=2, j=1,2,3.
Then it holds in T )
| Dy, 3| S mar Mec® M, |i] 4,

where o is the smallest angle and ¢ the greatest side of the triangle T and C
is a constant independent of the triangle T and the function ¢ %,

Applying Theorem 3 to the function p=u — i and taking into account that
Dy —if)=D'u for |i| =6 we easily get an estimate

UolU — )1} S < My B,

M, being now the bound for |Fu|, || =6. Using twice Friedrichs inequality
we obtain the same estimate for |4 — Ulygn. We come to the following statement :
I} the soluiion s (x,, x;) has bounded derivatives of the sixth order in 02, |D'u| = M,
for |i| =6, then it holds
&

(22) 14 — Ulwpiay = ey Me b

where the constant C does not depend on the triangulation. By Sobolev's lemma® if
also holds

C
(23) mﬁa:|u—U|5;m.—&Mlk'.

5. Some Lemmas and Proof of Theorem 3

First we introduce Sobolev's lemma in a form which we need. By W (22)
we denote the space consisting of functions which together with all generalized
derivatives of the order % belong to L,(£2). The norm is given by

1Bom g =1 01 +|-Etlﬂiuﬁ‘[m .

Sobolev's lemma. Let 0=m<<k—1 and u(x, x) e W™ (). Then w(x, xe
C™ (1 and

‘ -
(24) R P | D s, x| = Clulpgn o,

where the constant C does not depend on # (x, x,).
¥ It is possible to get a numerical value of ©; we do not try it as we do not need it,
i See next section,
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Sobolev's lemma is usually stated for the spaces W{* (actually for more
general spaces W"). But for domains which are starlike with respect to a dise,
and we shall use Sobolev's lemma for our domain {2 and the triangle T only,

the spaces W™ and W™ consist of the same set of functions and the norms
are equivalent (see [15]).

Next we state without proofs three lemmas of the same character as lem-
mas 2—=&. For further applications we may suppose | = 1.

Lemma 8. Let g@(0)=n{, g"()=n{, 1=0.1, 2, and [g® (5)| =K, in (0,]).
Then

18()| = €, max (o], |"]) + g7 Ko,
|g(s)] = Cat-tmax (o], |7+ 57 Kol

where the constants C,, C, are absolute constants, ie. in this case constants
independent on g(s) and [ 3

Lemma 9. Let g (0)=n{, g (=n{, j=0,1, g(#)=n, and |g™(s)| S K,
in {0, ). Then

|g(s)] = Cymax (1",

| Il + oy K,
()] = Cat-*max (| o], | "], ) + 5 K.
Lemma 10, Let gmm'_j=q¥'}, j=0, ..., 3, gmm=.,ﬁ!' j=0,1 and |g{l’,|{!}| <K,
in (0, I). Then

l¢(s)] = Cymax {max| '], max | [} + 555 Kol

Proof of Theorem 3. We construct again a triangle P, P Py lying inside T
with sides a', ¥, ¢’ which are parallel to the sides of T and lie in a distance 4.
We choose & so small that | Dig(Fj)| =¢/2, |i| =2, 1=1,2,3. We cons:.dm' the

function g=|p p; as a function of a parameter s€¢0, ¢'). As| a IEE‘M‘
for arbitrary directions I; (j=1,...,6) it holds |¢"(s)] =2° M, aud r:b"-'mtlsl}r
|dl',g ()] is | dig (')

=& =012
By Lemma & we have on § B
ol S Ciet ggrMic®, |5H|SCres + 5 e
Letting & —>0+ we see that on the side B F, it holds
|‘F‘|52;' - M 8,
(25) |i|51.—y M, .

¥ In the sequel we shall denote by C; absolute constants, i.e. constants independent
on functions considered, on the mtenral <0, I’» and on the triangle T.
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The same estimates are true for the other sides. As iﬂﬂ =0 (f=1, 2,3 we
obtain from the last estimate and Lemma {1 that

A .
(26) | gx?l}lﬂ 251 E" j=1,2,1%, h=1,2.

Now by translation of the origin of coordinates we achieve that the vertex F
lies in the erigin. Let @, and «; be the angles between the side B F, and B B,
respectively, and the x-axe. Then |y —a;| =« and we can assume that a=
oty —oty. Let us introduce new coordinates £, £, by the linear transformation

1 . 1 .
&= aina Wsinay —xycosay), fy= g (—xsinm + 1y cos )

so that
x.—¢msn1~.§1+-ﬁma,*£,. I==F5inﬂ1'51+b5inﬁl"£].

The triangle T is mapped on the triangle T, with vertices (0, 0), {1, 0), (0, 1)
and the points ¢, are transformed in the mid points of the sides, i.e. in the points
(£.0). (}. 3). (0, ). We denote the new vertices by R, and the new mid points

of the sides by 5;. Let us consider the function (&, £} = — E *2) . This function
is four times continuously differentiable on T| as it belongs to I-T'r ! (T;) and it holds

| Dy, &)l S8, |i|=6, (8.E)€T;,

(27) D'yp(R)=0, |i|=2, j=1.23.
Further, from (25) and (26) we hawve

1
@9 Ivl S 5t

on the boundary of T and

(29) |%e s 52 j=t23: k=12,

We shall prove that it follows from these estimates

(30) P& )| =€, for (&, EJeTy.

Then from (27), (30) and from Sobolev’s lemma (k=6 so that 0.5 m< 5) we get

LE;;':EI-ENECT- || =4. If we return to the function ¢(x,, x,) we see that it
| D, 2| S Gty M, [i| S 4, (m, xeT.

To prove (30) let us consider a triangle RB] Ry Rj lying inside T, with sides
parallel to the sides of Tm a distance 4. We choose 4 so small that | DFyp (R})| =,
li| =2, i%g— +2 5,.-i=1.2md.w¢ansid¢rthtiunctimu
Obvicusly s=¢£,, |g¥

EArT S
=0.1, s+ 1] se-+ 521 by (9
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and [g® (§)| =8 by (27). Using Lemma 9 and letting =0+ we get
Py (£, 0) V2 8
| SCigar + = Cn

N . a Hplo, £ :
Considering the function g=ﬁ'—;]x:m' we pcrcwel ﬂ:fﬂﬂ.llgc“' These esti-

mates are simultaneously true in the point B,= (0, 0) and can be proved also
for the remaining derivatives of the third order so that it holds

(31) | Dip(0,0)| =Cu,  |i]=3-
Further by similar arguments it can be proved that
(32) |3Lﬁjﬂ|£€,. on R,R,, k=12

Mow let R be an arbitrary point of T, and R, be the point of the side R, R,
which lies on the line going through the origin R, and the point E. The length
of the segment R, R, is not greater than 1. Let us consider the function g=v| g,
as a function of a parameter s. It holds g (0)=g'(0)=g"(0)=0, | g™ (0)| =2)2C,,

by (1), [g0)| = 3¢y by (28), [¢'()] SVZ Cya by (32), |¥ ()] S2°- 8 by (27)
and ! =1. Henee (30) follows from Lemma 10.
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F& M. Zlimal v rozhovora s éleny Mezinarodni organizace novinafo.
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F10 Z pfedavéni StFibrné plakety Bernarda Bolzana v Praze 1979,
Mahofe: Jindfich Batkovsky, Milod Flamal, Josef Novak a Jifi Nedoma:
dole: Vaclav Koutnik, Milod Zlamal a Jindfich Backovsky.
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F11 Ze slavnostniho predavani éestného doktoritu profesoru Milosi

Zlamalovi na Technicke univerzité v DraZzdanech v roce 1984,
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F12 Zlatou plaketu Bernarda
Bolzana Ceskoslovenské akade-
mie véd piedaval prol. Zlama-
lovi v roce 1984 na Ustavu fyzi-
kalni metalurgie CSAV v Brné
akademik Premysl Ry vievo:
prof. Zlamal se svoji pani Lud-
milon.

Vpravo nahote: Josef Nedoma,
Karel Segeth, Miroslav Fied-
ler, prorektor Halaxa: upro-
stied: Milod Zlamal, Premys]
RyvE; dole: Ludmila Zlimalova,
Frautifek Sik, Ivan Kolif, Jifi
Hiehidek.
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Fi3 Mezinarodni Ceskoslovenskd .i'.'r.l.'.lﬁ-.lr:nr'r 0 r.I'aJIri".'1-.rn'.ru'|rr.uf',|lr rericich
a jejich aplibacich EQUADIFF 6 se konala v Brné 26.-30. srpna 1985,
predsedon organizaénibo virborn byl M. Zlamal.

Nahote: slavnostnd zahajeni (zleva): Jaroslavy Kurzweil, Jaroslay Svkora
[provektar UJEP), Miloed Zlimal, Karel Filakevsky (dékan FS VUT),
Alois Kufner; dole: Milos Zlimal v diskusi s prorektorem Svkorou a Ja-
romirem Vosmanskym,




Fl3a £ piijeti delegace konference u primatora mésta Brna. Nahofe: na
radnici u kulatého stolu: Milog Zlimal. Miroslav Bartusek, xy, V. N. Mas-
lennikeva, Jean Mawhin, Jaromir Vosmansky, Jaroslav Svkora, ry, xy,
RBoberto Comti, Ravi P. Agarwal, Czeslaw Olech, Lothar Collatz.
1lmm| Dole: na nadvofi radnice; Lothar Collatz, Avner Friedman, Mi-
roslav Bartusek, Ravi P, Agarwal, Milos Zlimal, Jean Mawhin, Jaroslav
Svkora, Roberto Conti, xy, Vera N. Maslennikova, Jaromir Vosmansky,
Czeslaw Olech.
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Fl4 Ze seminafe Numerické metody ve fyzikilni metalurgii®, ktery se
konal v Blansku v kvétnn 19588,
Zleva: Jiti Hiebitek, Ivo Marvek, Milod Zlamal a Ivan Hlavadek.

F15 Prof. M. Zlimal v rozhovoru s geometrem prof. Karlem Svobodou,
vezadu statistik Dr. Pavel Osecky.
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F16 Fyzik Frantifek Lukes, astronom Bedfich Onderlicka a M. Zlimal.

F17 M. Zlamal, statistik Jifi Polach a fvzik Pavel Neusser ¢ Mnichova
pii navitéve Brona 25, 3, 1989,
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F18 Profesor Zlamal a jeho spolupracovnici z Oblastniho vypofetniho
centra na oslave narozenin doe. Heleny Rizickové 28, dnora 1939,

Nahofe panové zleva: Miroslav Novik, prof. Alexander Zenisek, Ing. Libor
Holusa, doe. Jifi Kopfiva; dole: doc. Josel Nedoma a prof. Milos Zlimal.
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Nahofe: doc. Helena Rizickovd a doc. Libor Cermak, dole: Ing. Libor
Holuga a prof. Ladislav Mejzlik.




F19 Svatebni fotogra-
fe 19. 1. 1952 Milos
Zlamal a Ludmila ro-
zend Vichrova,

Manzele Zlamalovi se

synem Ivem,

-
| (i



F20 Profesor Zlimal
s pani Ludmilou, vou-
kem Davidem

a vioudkou Terezkon.

Profesor Zlamal

s vimickou Terezkon,
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F21 K zalibam profesora Zlimala patfily hory (s vrecholem Mont Blanen
pfi ndvitévé Chamonix), rad také hraval tenis a Ivioval,

10
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F22 Léta se schazel s prateli pfi karetni hie taroky (kterou hraval vidy
5 velkym nasazenim) a v sauné, pficem# nechybél humor, podgfuchovini
a recese: na snimku Jifi Polach predava vlastnoruéngé vyrobeny diplom
k narozeninam, piihlizi Karel Pellant.
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F23 Portrét po roce 1990,



Emglish summary



Memorial Afternoon

December 30, 2004 was the 80th anniversary of the birth of Profes-
sor Milog Zlamal {December 30, 1924 - June 22, 1997), a world known
scientist, significant professor of Brono University of Technology. He laid
foundations to the mathematical theory of the Finite Element Method:
he also contributed to propagation of using computers and computing
methods and informaties in education and industry.

On this occasion a Memorial Afternoon took place in the University
Hall of the Centre of Brno University of Technology (BUT) on January
12, 2005, The Afternoon was organized under the auspices of BUT rector
Professor Jan Vrbka by the Institute of Mathematics, Faculty of Mechan-
ical Engineering, BUT, by the Czech Mathematical Society and Brno
Local Chapter of the Union of Crech Mathematicians and Physicists.

The aim of the Afternoon was to commemorate this world known
scientist, his work and era of development of the finite element method
in Broo.

The seminar was opened by the rector of BUT Professor Jan Vibka.
In a personal remembrance he briefly appreciated Professor Zlamal's con-
tribution to BUT. Later, Professor Alexander Zenisek from the Institute
of Mathematics, Faculty of Mechanical Engineering, BUT explained how
Professor Zlamal had got to the finite element method. After a short
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video-recording of Zlamal's lecture, Professor Michal Kfizek from the
Mathematical Institute in Prague of the Academy of Sciences of the Czech
Republic spoke about super-convergence phenomena in the finite element
method, to which Professor Zlamal also contributed.

After a break Professor Jifi Kratochvil from the Institute of Water
Structures, Faculty of Civil Engineering, BUT spoke about his cooper-
ation with Professor Zlamal as a mathematician from the point of view
of an engineer, and ing. Libor Holusa from the Faculty of Informaties,
Masaryk University in Brono mentioned the point of view of a computer
programumer. In the last contribution Professor Ivo Marek (Faculty of
Civil Engineering, Czech Technical University in Prague) brought on
a view from abroad. He associated various mathematical papers of Pro-
fessor Zlamal to the famons music works composed by Antonin Dvofak.

Between the contributions Professor Jifi Jan from the Department
of Biomedical Engineering, FEEC BUT, performed short baroque organ
pieces. The Memorial Afternoon was closed by a toast and snack (spon-
sored by Professor Jifi Hicbicek) in the Assembly Hall of the Centre.

On this occasion an exhibition of historical photographs. documents,
and diplomas was prepared. Also a facsimile of the famous 1968 paper was
displayed. It laid foundations of the finite element method mathematical
theory and brought the author appreciation worldwide, The seminar, as
well as the exhibition were prepared and moderated by Jan Franci.

The nice setting of the BUT Centre offered good conditions for this
modest reminder of this world-known scientist, significant professor at
BUT and an excellent man.

The booklet contains all contributions presented during the Memo-
rial Afterncon and the documents and photographs displayed on four
panels. In selecting pictures the editor wished to commemorate also the
atmosphere of the time, Zlimal's fellows and friends. Mrs. Ludmila
Zlamalova (Professor Zlamal's wife) lent all photos and docnments, and
also many colleagues have lent [urther pictures, helped with recognition
of persons in the photos and advised the editor in editing the booklet.

The Editor
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Biographical dates

December 30, 1924
1936 — 1944

1944 - 1945
September 15, 1945
February 6, 1946

April 1, 1948

February 10, 1949

1950 - 1951

January 19, 1952
1951 - 1952
1952

114

born in Zborovice in Moravia, near to Kroméfiz
attended 3rd real gymupasium (comprehensive
secondary school) in Bruo

forced war labour in Breslan (now in Poland)
secondary school final examination in Brno
enrolled to the Faculty of Science, Masaryk
University in Broo

assistant at the Institute of Mathematics, Dr.
Eduard Benef Technical University in Brno (now
BUT)

graduated from the Faculty of Science, Masa-
rvk University with the title RNDr., defended
the paper On suffictent conditions for solution
uniqueness of a system y, = fule. . ..., Y))
(=1, .....n) and sequences with this system
postgraduate studies at  the Mathematical
Institute, Czechoslovak Academy of Sciences in
Prague

married Ludmila Vichrova

compulsory military service

fellow at Faculty of Science, Broo University
(now again Masaryk University)

scientific degree Candidate of Secience (Ph.D.
equivalent) at the Mathematical Institute of the
Czechoslovak Academy of Sciences; defended the
paper Study of oscilatory a asymptotic properties
of solution to linear differential equalions super-
vised by prof. Dr. O. Boriivka



June 1. 1956 appointed  docent  (associate professor] at the
Faculty of Science, Brono University

14956 - 1984 editorial board member of the scientific jour-
nal Aplikovand matematika (now Applications
of Mathematics)

September 1. 1951  moved to the Facalty of Mechanical Engineering,
BUT

November 1, 1961 appointed head of the Computing Machine Labo-
ralory, FME BUT

1963 appointed director of the Computing Machine
Labaratory (later Regional Computing Centre)
April 17, 1963 obtained the scientific degree of Doclor of Seicnee

{DrSc.) at the Mathematical Institute, Czecho-
slovak Academy of Sciences: defended the paper
Mired problem for hyperbolic equations with
a stnall parameter

July 28, 1965 appointed full professor of mathematics

1968 published a paper On the Fiite Element Method

Mareh 16, 1981 appointed Member Correspondent of the Czecho-
slovak Academy of Sciences

1983 - 1992 president of the Scientific Board for Mathematics
of the Crechoslovak Academy of Sciences

19490 moved to the Department of Mathematics,
Faculty of Mechanical Engineering, BUT

19495 retired

June 22, 1997 died in Brono

The complete list of Professor Zlamal's scientific publications is on pages
48 52 in this booklet.
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Awards

Movember 19, 1969
April 30, 1974

June 15, 1974
December 30, 1979
March 1981
September 5, 1984
December 30, 1984
December 30, 1984
1954

August 22, 1987
December 9, 1987

1989
1992

1994
1995

L1

Memorial bronze medal of BUT

Klement Gottwald State Award for the creating
and developing of the finite element mathema-
tical theory and its application in enginéering
{awarded by the President of the Republic)
George Dimitrov prize (awarded by the indus-
trial concern CKD Blansko)

Bernard Bolzano silver plague of the Czechoslo-
vik Academy of Sciences

Medal ecommemorating 35"  anniversary of
restoring the University in Olomouc

Doctorate honoris causa at the Technical Univer-
sity in Dresden

Bernard Bolzano zolden plague of the Czechoslo-
vak Academy of Sciences

Golden memorial medal of BUT

Golden medal of Palacky University in Olomoue
Honourable member of the Union of Czechoslo-
vak Mathematicians and Physicists

Medal of the Crechoslovak Society for Mechanics
Memorial medal of BUT

Memorial medal of Charles University in Prague
for a significand contribution o the development
and application af the finite element method
Silver medal of Masaryk University

Honourable appreciation of the Faculty of Me-
chanical Engineering, BUT



In Memoriam Professor Milos Zlamal®

Libor Cermdak, Josef Nedoma, Alexander Zeniiek

On June 22, 1997, a prominent Czech mathematician Professor
RNDr. Milos Zlamal, DrSe., died unexpectedly at the age of 73 years.

Milog Zlamal was born on December 30, 1924 in Zhorovice near
Kroméfiz, He started his studies at 3rd secondary school (gymnasium)
in Brno. After his final exams he entered the Faculty of Science of the
Masaryk University in Brno to study Mathematics and Physics. He
obtained his doctorate in 1949 and became Assistant Professor at the
Technical University in Brno. In the academic yvear 1950/51 he was a post-
graduate student at the Mathematical Institute of the Czechoslovak
Academy of Sciences in Pragne and, after fulfilling his military service, at
the Faculty of Science, Masarvk University. Having obtained the scientific
degree of Candidate of Science, he remained at the Faculty till 1961, first
as Assistant and later Associated Professor {Docent) of Mathematics,

Since 1961 his professional career but also his life were permanently
connected with the Technical University in Brno. He worked briefly as
Associated Professor at the Faculty of Mechanical Engineering. During
1963-90 he was director of the Regional Computation Centre and in 1990-
95 he acted as Professor of Mathematics at the Institute of Mathematics,
Faculty of Mechanical Engineering. Even when retired he was unable to
imagine his life without mathematics and never stopped working with the
Faculty.

*Slightly revised paper published in the Ceechoslovak Mathematical Journal 48
(123) (1988], 185191, reprinted with permission of the Editor.



While working at the Brno University of Technology he obtained in
1963 the degree of Doctor of Science and in 1965 was appointed full
professor. In 1980 he was awarded the Bernard Bolzano Silver Medal of
the Academy of Sciences, in 1984 the Brono Technical University Golden
Medal and doctorate honoris causa at the Technical University in Dres-
den. In 1992 he obtained the Charles University Memorial Medal for his
significant contribution to the development and application of the Finite
Elements Method, In the period 1933-92 he held the chair of the Scientifie
Board for Mathematics of the Czechoslovak Academy of Sciences.

Professor Zlamal spent the major part of his extremely fruitful scien-
tific career as head of the Computation Centre of the Technical University
in Brno. Having taken part in its foundation, he remained its director for
as long as 27 years. Originally a small computer centre developed under
his leadership into one of the most important institutes within the frame
of institutions of higher education in the conmtry and played a consider-
able role in introducing modern computational methods and the comput-
ers themselves into practical use. Professor Zlamal lectured for a number
of years for postgraduate engineering students about the most recent com-
putational methods. More than 30 years he led a seminar for specialists in
numerical methods for both Czechoslovak and foreign participants. Pro-
fessor Zlamal engaged himself also in the education of & number of young
scientists — most of them are now professors or researchers at various
institutions of higher education.

As a young mathematician Milod Zlamal worked in the theory of differ-
ential equations, first the ordinary and later the partial ones. Until 1967 he
published 23 original papers from this field. Among the most important
results from that period should be mentioned the theory of hyperbolic
equations with small parameter at the highest derivative which became
the topic of his thesis published in 1960. The essential part of this thesis
was published in [13]. The most important period of his creative work
started in 1967, when he became acquainted, through his collaboration
with engineers, with the newly developing Finite Elements Method. He
published his research concerning the method in 47 papers and his results
brought him respect and fame all over the world.

Professor Zlamal was endued with an ability which is not quite com-
mon among mathematicians: he had lively interest in problems stem-
ming from engineering practice, was able to listen to engineers, colla-
horate with them and use their problems as a starting point for his
highly scientifically grounded research. So e. g. the topic of his thesis arose
from his diseussions with Professor V. Halek, DrSc. His first information
about the Finite Elements Method came from Professor Jifi Kratochvil,
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DrSe., from the Faculty of Civil Engineering, Brno University of Technol-
ogv. Professor Zlamal recognized in the procedure used by engineers cer-
tain connections with a half-forgotten paper by R. Courant (Variational
methods for the solution of problems of equilibrium and vibrations, Bull.
Amer. Math. Soc. 49 (1943), 1-23) and with variational methods gen-
erally. At first he intended to write only a short note on convergence of
Veubecke's element, but new ideas and impulses coming in the course of
work resulted in the paper [24], one of the papers most frecquently quoted
in the Finite Elements Method.

In his seminar Professor Zlimal gradually formed a group of
people fully engaged in the newly expanding Finite Elements Method.
This gave rise to the Brno school of the method. It had the advantage of
being directly connected with the computational practice; algorithms and
foundations of software for the method were being developed in parallel
with solving mathematical problems. In this direction, Holuga’s erudition
as a programmer as well as Kratochvil's practical experience with the
application of the method represented considerable contributions. The
software systemn was being developed for many years and, besides heing
used for practical applications, it served also for immediate verification
of theoretical results.

The period 1967-T3 could be called “an elliptic period” in Zlamal's
work in the Finite Elements Method. The above mentioned paper [24]
started a series of 18 papers which can be considered the best textbook of
the Finite Elements Method of that time, For example, Professor Raviart
from Paris elaimed that he had learned the method from Zlamal's early
papers.

Since 1973 (except for the period 1977-T9 when he analyzed the
superconvergence and reduced integration in the Finite Elements
Method) Zlimal devoted himself to evolution problems, At first he treated
linear parabolic equations, paying special attention to multistep methods.
Since 1976 he svstematically studied nonlinear problems, first of all again
the parabolic equations. The two most important papers from this period
are [50] where he studied the convergence of twostep A-stable difference
methods, and [56] where he dealt with the equation with a nonlinearity
also in terms with time derivative,

During 1979 82 Zlamal studied mainly the parabolic-elliptic nonlin-
ear equation, which has many applications in the solution of nonlinear
magnetic fields. In particular, the papers [61] and [63] are of fundamental
nnportance.

During 1983-90 Zlamal studied problems related to the numerical
solution of equations describing processes in the production of semicon-
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ductors and their operation. The papers [65] and [69] should be mentioned
as being of the greatest significance in this field.

During the last period of his life Professor Zlamal was engaged in the
box method.

Professor Zlamal always did his best to verify his theoretical results
in the Finite Elements Method numerically. This led gradually to the
creation of programs for the solution of thin plates, for problems of plane
elasticity with various kinds of elements mutually connected by inter-
face elements, for heat transfer equations, magnetic fields, simulation of
semiconductor production and basic semiconductor equations.

He always chose problems which were then topical not only from the
theoretical point of view, but primarily from the practical one. In his
papers he solved problems of basic significance and therefore his methods
and proofs can be modified and extended to related fields, as we have
seen for many a time. Thus careful reading of Zlimal’s papers has often
become an unexpected but extremely pleasant start of further creative
work.

Only when looking back at the sum of scientific, pedagogical and
organizing activities of Professor Milof Zlimal, one can realize how much
he has left behind to us and how much he will be missed. In Milog Zla-
mal, the Czech scientific community has lost one of its most prominent
mathematicians, and the Institute of Mathematics, Faculty of Mechanical
Enginecring, an outstanding member.
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List of Documents and Photographs

Page 7-8 Invitation to the Memorial Afternoon.
Page 42 Memorial Afternoon, January 12, 2005.

Up: Four panels with documents were displyed in the corridor. Prof.
Milog Rib watching the panel with photographs.

Down, from the left: Ing. Ivo Zlimal (son), Dr. Ales Zlimal
(nephew), Ludmila Zlimalovd (Zlimal's wife), doc. Jan Franch and
prof. Jifi Hfebicek.

Page 43 Up left: Prof. Jifi Kratochvil from the Faculty of Civil Engi-
neering spoke about the cooperation of the engineer with the mathe-
matician; right: Prof. Jifi Jan from the Department of Biomedical
Engineering, FEEC BUT, played short organ pieces.

Diown: After the official programme the Memorial Afternoon contin-
ued in informal discussions with a toast and snack in the Assembly
Hall, BUT Centre.

List of documents, pages T8-87T

D1 School report from the third class of Elementary School.

D2 The last war — mid-vear school report from the Sth class of the
Comprehensive secondary school with Czech language in Brno. In
the second semester he was forced to war labour in Breslan. He
passed his school-leaving examinations in 1945 after the liberation.

D3 A typical document of the period after the communist coup d'état in
February 1948, Many students were accused of antisocialist opinions
and many of them were excluded from the University.
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D4 Diploma of Rerum Naturalium Doctor (RNDr.) at Masaryk Univer-

sity in Brno.

D5 Diploma accompanying the Klement Gottwald State Award for the
creating and developing of the finile element mathematical theory
and its application in engineering practice.

D6 Diploma of Corresponding Member of the Czechoslovak Academy
of Sciences,

D7 Diplom of Doctor honoris causa awarded by the Technical University
in Dresden.

D8 Bronze medal of Brno University of Technology 1969.
D9 Award from an industrial concern — George Dimitrov Prize.

D10 Golden plague of Bernard Bolzano of the Czechoslovak Academy
of Sciences.

D11 Memorial medal of the Union of Czechoslovak Mathematicians and
Physicists.

D12 Memorial medal of the Czechoslovak Society for Mechanies.

D13 Memorial medal of Brno University of Technology.

D14 Memorial medal of Charles University in Prague.

D15 Memorial medal of the Faculty of Mathematics and Physics,
Charles University in Prague.

D16 Memorial medal of Masaryk University in Brno.

List of photographs, pages 90-110
The persons in the photographs are cited from the left to the right.

F1 Teachers of the Institute of Mathematics, Dr. Eduard Benes Techni-
cal University in Brno (now BUT) in about 1949-1950. Standing,
sitting — for names see the text in Czech,

F2 In the middle Milog Zlamal, about 1946-1948.

F3 During Compulsory military service 1951/1952. M. Zlimal is the
first standing on the left hand side.

F4 A portrait from 1955.

F5 Teachers of the Institute of Mathematics, Faculty of Sciences,
Masaryk University, April 22, 1953. Standing, sitting — for names
see the text in Czech.

F& New graduates from the Faculty of Science, Brno University [now
again Masaryk University) with their teachers in June 1957. Sitting:
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teachers, standing: students gentlemen and ladies, for names see the
text in Czech.

F7 Initiated by professor Boriivka, the so-called Mathematical trip was

taking place every year. During these trips, organized alternatively
by mathematicians from universities in Brno and Bratislava, infor-
mal contacts between students and teachers from Brno, Bratislava
and other cities came into being. These contacts often transformed
into life-long friendships. Pictures are from the Mathematical trip in
1957 to Mala Fatra Mountains in Slovakia. Up: Karel Culik, Otakar
Boriivka, Milos Zlimal, Zdena Rabova and two students, down:
Karel Culik, Milog Zlimal and Otakar Borfivka.

F8 From the opening of the Computing Centre of the Faculty of Elec-

trical Engineering, BUT in April 1976, In the picture are Ing. Jifi
Kristel, Prof. Jan Blatny, Prof. Milod Zlamal and doc. Karel Kfivy.

F9 Prof. Zlamal in a discussion with journalists of the International

F10

F11

F12

F13

Journalists’ Organization.

From the award ceremony of the Bernard Bolzano Silver plague in
Prague 1981. Up: Jindfich Backovsky, Zldmal, Josef Novik and Jifi
Nedoma; down: Vaclav Koutnik, Zlamal and Jindiich Backovsky.

From the award ceremony of the doctorate honoris causa at the
Technical University in Dresden in 1984.

From the award ceremony of the Bernard Bolzano Golden plaque of
the Czechoslovak Academy of Sciences at the Institute of Physical
Metallurgy in Brno in 1984, Up: Milo# Zlamal, Pfemysl Rys. Left:
Zlimal and his wife Ludmila. En face up: Josef Nedoma, Karel
Segeth, Miroslav Fiedler, vice-rector Halaxa: in the middle Milog
Zlamal, Premysl Rys; down: Ludmila Zldmalova, Frantisek Sik, Ivan
Kolai, Jifi Hiebicek.

The international Crechoslovak Conference on Differential Equa-
tions and Their Applications EQUADIFF 6 took place in Brno on
August 26 - 30, 1985. Prof. Zlimal was chairman of the Organizing
Committee. Up: opening ceremony: Jaroslav Kurzweil, Jaroslav Si-
kora (vice-rector of the University), Milod Zlamal, Karol Filakovsky
(dean of FME BUT) and Alois Kufner; down: Milog Zlimal in a
discussion with Jaroslav Sykora and Jaromir Vosmansky.

En face: The conference delegation was met by the Mayor of Brno.
Up: delegation by a round table at the town hall, down: delegation
on the town hall court by a fountain. For participants’ names, see
the text in Czech.
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F14

F15

F16

F17

F18

F19

F20

F21

F22

F23

124

From the Seminar Numerical Methods in Physical Metallurgy, in
Blansko in May 1988. In the picture: Jifi Hfebicek, Ivo Marek, Milog
Zlamal and Ivan Hlavadfek.

Prof. Zlamal in a discussion with geometer Prof. Karel Svoboda, in
the back Dr. Pavel Osecky, statistician.

Physicist FrantiSek Luked, astronomer Bedfich Onderlitka and
Zlamal.

Milo# Zlimal, statistician Jifi Polach and physicist Pavel Neusser
from Munich during his visit in Brno on March 25, 1959,

Professor Zlamal and his collaborators from the Regional Comput-
ing Centre during the celebration of doc. Helena RZickova
birthday on February 28, 1989. Up (gentlemen): Miroslav Novik,
Alexander Zenifek, Libor Holuga, Jiti Kopiiva. Down: doc. Josef
Nedoma and Zlamal.
En face — up: doc. Helena Riziékova and doc. Libor Cermak; down:
Ing. Libor Holusa and Prof. Ladislav Mejzlik.

Wedding photograph — January 19, 1952, Milod Zlimal and
Ludmila nee Vichrovi; married couple with their small son Ivo.
Up: Miloé Zlimal with his wife Ludmila and grandchildren David
and Tereza; down: Milos Zldmal with his granddaughter Tereza.
Mountains were Milos Zlamal’s hobby [at Brevent (in the back the
summit of Mont Blanc) during a visit to Chamonix], he also liked
playing tennis and downhill skiing.

For many years he used to meet friends to play tarok {card play) and
take sauna. The meetings were full of good humour, cheerfulness and
rag. In the picture from sauna Jifi Polach awards Zlimal a diploma
for his birthday, Karel Pellant is standing by.

A portrait after 1990,
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